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SOMMARIO 
Il problema dei due corpi descrive solamente un’approssimazione della realtà, in quanto vi 
sono delle forze che, causando piccole variazioni negli elementi orbitali di un satellite, lo 
perturbano, spostandolo dalla sua orbita ideale. Lo scopo di questo lavoro è costruire un 
propagatore che, partendo dalle condizioni iniziali, sia in grado di fornire la posizione e la 
velocità del satellite in ogni istante, tenendo conto anche di forze perturbatrici, quali  
♦ schiacciamento dei poli (le armoniche gravitazionali sono incluse fino al grado/ordine 
30); 
♦ resistenza atmosferica (solo nel caso della Terra); 
♦ influenza del terzo corpo; 
♦ pressione di radiazione solare (nel caso della Terra sono incluse le eclissi). 
Lo studio è stato condotto sia per orbite geocentriche che selenocentriche. 
Per raggiungere l’obiettivo è stato necessario prima derivare le formule di uso comune per le 
accelerazioni sopra illustrate e, successivamente, implementarle in linguaggio Matlab7. 
L’equazione del moto, sotto tali ipotesi, risulta essere 
..
3r r a pr
µ+ =    
Dopo aver integrato quest’ultima numericamente, tramite il metodo di Cowell, in uscita si 
sono ottenute:  
♦ la traiettoria perturbata del satellite, 
♦ la variazione temporale degli elementi orbitali. 
 
 
  
 
 
 
Abstract 
___________________________________________________________________________ 
 
 
ABSTRACT 
The two-body problem only describes an approximation of reality due to the presence of 
perturbing forces which cause deviations from the Keplerian orbit. This thesis numerically 
investigates the effects of these perturbations, assisted by the development of a numerical 
integration scheme, also titled propagator. This provides the ability to compute the true, 
osculating orbit for a predefined set of initial conditions and perturbation forces.  
The study has been performed both for geocentric and selenocentric orbits, where the 
following pertubations have been considered: 
♦  oblateness of the main gravitational body (gravitational harmonics are included up  
to the 30th degree/order); 
♦  atmospheric drag; 
♦  influence of a perturbing gravitation body; 
♦  solar radiation pressure. 
The development of the numerical scheme relies on Cowell’s method for the formulation of 
the two-body acceleration and perturbations. Cowell’s method allows for a linear addition of 
the perturbing accelerations to the original two-body equations by: 
..
3r r a pr
µ+ =    
The development of the perturbing conservative and non-conservative forces is moreover 
provided in this thesis. Integration of the entire dynamical system thus gives the true 
osculating orbit based on which the assessment of the pertubations is based. 
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1. INTRODUZIONE 
1.1. MOTIVAZIONI ED OBIETTIVI DELLA TESI 
L’obiettivo del presente lavoro è quello di creare un simulatore di volo satellitare. Per 
realizzare ciò è stato necessario affrontare e risolvere il problema della determinazione e 
della quantificazione delle perturbazioni che agiscono su un satellite in orbita attorno ad un 
corpo celeste. L’equazione di Keplero, espressa nella forma 
..
03r r
r
µ
+ =
 
, non rappresenta una 
corretta approssimazione della realtà in quanto vi sono delle forze di disturbo che deviano il 
satellite dalla sua orbita nominale. Tali perturbazioni non sempre sono piccole, in alcuni casi 
esse possono arrivare ad avere ordini di grandezza comparabili o addirittura maggiori della 
forza di attrazione primaria; i risultati di molte missioni risulterebbero completamente errati 
se non si tenesse conto di simili disturbi. È per questo motivo che nasce l’esigenza di 
costruire un simulatore che, partendo dalle condizioni iniziali, sia in grado di fornire la 
posizione e la velocità del satellite in ogni istante, tenendo conto anche di forze perturbatrici. 
 
Nel modello Matlab7 sviluppato sono incluse sia le accelerazioni gravitazionali che quelle 
non gravitazionali: le prime sono dovute al campo gravitazionale e alla presenza di un terzo 
corpo, le seconde alla pressione di radiazione solare e alla resistenza atmosferica  
 
In uscita dall’algoritmo, si ottengono la traiettoria deviata e la variazione degli elementi 
orbitali. 
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1.2. APPROFONDIMENTI 
Nella modellizzazione delle forze di disturbo, una particolare attenzione è stata posta sulle 
accelerazioni dovute alla resistenza atmosferica e al campo gravitazionale.  
Per calcolare le accelerazioni di perturbazione dovute alla resistenza atmosferica, si deve 
conoscere il valore della densità, la principale proprietà dell’atmosfera terrestre che influenza 
la quota dell’orbita, il tempo di vita e il moto del satellite. In base alla quota, l’atmosfera 
terrestre è suddivisa in tre diverse regioni caratterizzate da una differente stratificazione 
termica: l’Omosfera (da 0 a 90 km), la Termosfera (da 90 a 250 0 400 km a seconda 
dell’attività solare) e l’Esosfera (che inizia alla sommità della Termosfera e che si estende fin 
nello spazio); al variare della quota varia anche la densità atmosferica. Ogni modello di 
atmosfera fornisce il proprio valore della densità, diverso da modello a modello, a causa delle 
approssimazioni fatte. Nel lavoro in questione sono stati presi in considerazione il modello 
esponenziale, il MSIS-86 e il J71; essi hanno una accuratezza nel rappresentare l’ambiente 
esterno e una precisione nei risultati diversi tra loro; in base al caso in esame e al grado di 
esattezza richiesto, se ne predilige l’uno o l’altro. La formula con cui si va a ricavare 
l’accelerazione è la medesima, cambia soltanto il valore attribuito alla densità. 
Per predire in maniera veritiera la traiettoria di un satellite, è necessaria un’accurata 
rappresentazione del campo gravitazionale; esso, a causa della non perfetta sfericità del 
corpo, viene espresso in termini di una forza centrale perturbata da una serie di armoniche 
sferiche che soddisfano l’equazione di Laplace nel vuoto. Il potenziale gravitazionale può 
essere espresso come  
( ) ( ) ( )( , , ) 1 sin cos sin
, , ,
2 0
llGM RU r P C m S ml m l m l mr rl m
ϕ λ φ λ λ
 
∞    
= + +∑ ∑      = = 
       (1.1) 
 in cui 
,
Cl m  e ,Sl m  rappresentano i coefficienti delle armoniche sferiche e ( )sin,Pl m φ  sta 
ad indicare le funzioni associate di Legendre (per chiarimenti e approfondimenti vedi 3.2.1 o 
3.3.1). Nel presente lavoro è stato inserito un grado/ordine di armoniche elevato per avere 
una buona precisione di calcolo; il potenziale gravitazionale è stato calcolato usando 30 
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coefficienti  gravitazionali e ,di conseguenza, si è reso necessario calcolare i primi 30 valori 
delle funzioni associate di Legendre; l’argomento di tale funzione, tra parentesi tonde, sinφ  , 
è stato posto uguale a 
rk
r
. 
Inoltre, nel caso della Terra, sono state incluse le condizioni di eclissi trascurando 
l’atmosfera e lo schiacciamento ai poli del corpo occultatore, che rendono il modello più 
simile alla realtà; per la maggior parte dei satelliti orbitanti intorno alla Terra, infatti, si 
verificano delle eclissi parziali o totali di cui occorre naturalmente tener conto. 
1.3. ORGANIZZAZIONE DEL LAVORO 
Il funzionamento del propagatore prevede, inizialmente, la scelta del corpo principale: Terra 
o Luna; in base a tale preferenza l’algoritmo di calcolo userà costanti e modelli propri 
dell’attrattore scelto e seguirà percorsi leggermente differenti tra loro,  pur arrivando a fornire 
le stesse variabili finali. 
 
Il lavoro è organizzato nel seguente modo: 
♦ Il capitolo 2 fornisce una visione d’insieme della trattazione: si introducono le 
perturbazioni e le loro conseguenze sul moto imperturbato di un satellite, si ricava 
l’equazione del moto in presenza di tali disturbi e se ne fornisce il metodo di 
risoluzione;  si illustrano i due sistemi di riferimento usati e si definiscono i parametri 
orbitali e il metodo per passare dal vettore velocità e posizione a quest’ultimi. 
♦ Il capitolo 3 contiene una spiegazione dettagliata delle accelerazioni di perturbazione 
incluse nel propagatore quali: lo schiacciamento dei poli, la pressione di radiazione 
solare, l’influenza del terzo corpo e, nel caso della Terra, la resistenza atmosferica. 
Un’attenzione particolare è stata posta sul campo gravitazionale e sulla sua 
modellizzazione. Tale analisi è stata condotta da un lato nel caso in cui il corpo 
principale sia la Terra, dall’altro lato nel caso in cui sia la Luna. 
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♦ Il capitolo 4 riporta la descrizione del funzionamento del propagatore; inizialmente si 
schematizza l’algoritmo usato tramite un diagramma a blocchi, successivamente 
viene fornita una spiegazione più approfondita di ogni passo fatto e vengono motivate 
le scelte fatte. 
♦ Il capitolo 5 è dedicato all’esposizione dei risultai finali sia nel caso della Luna che 
della Terra. Per prima cosa vengono analizzate e rappresentate le variazioni degli 
elementi orbitali a causa di ogni singola accelerazione di disturbo; successivamente 
vengono svolte svariate simulazioni e di ognuna di esse viene riprodotta la traiettoria 
perturbata e la variazione degli elementi orbitali a causa dell’insieme di tutti i 
disturbi. In ultima analisi, i risultati in uscita dal simulatore creato, vengono 
confrontati con quelli presenti in letteratura.  
♦ Il capitolo 6 riassume le conclusioni del lavoro e ne delinea gli sviluppi futuri. 
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2. NOZIONI DI ASTRODINAMICA 
2.1. INTRODUZIONE 
L’analisi e la modellizzazione delle perturbazioni orbitali risultano essere argomenti di 
notevole importanza nello studio dell’astrodinamica. Sebbene svariati metodi di risoluzione 
siano noti già da molto tempo, la letteratura solo da poco ha cominciato a mostrare un 
crescente interesse verso tecniche più precise e più soddisfacenti per trattare tali 
problematiche; ciò è coinciso, in linea di massima, con il progredire delle tecnologie 
moderne, grazie alle quali i calcolatori sono risultati essere più potenti e computazionalmente 
più veloci rispetto al passato. 
 
Le perturbazioni sono piccole ma significative accelerazioni subite da un satellite in orbita; a 
causa di queste, il moto dello stesso differirà dall’ideale e imperturbata traiettoria Kepleriana 
per assumerne una, appunto, perturbata. Questi disturbi possono essere dovuti alla non 
perfetta sfericità del corpo principale, all’attrazione del terzo corpo (della Luna e del Sole nel 
caso della Terra e del Sole e della Terra nel caso della Luna), alla pressione di radiazione 
solare e, se il satellite si trova in orbita bassa intorno alla Terra, alla resistenza atmosferica. 
Ciascuna di queste perturbazioni è sufficiente di per sé a causare degli errori significativi 
sulla predizione della posizione del satellite basata sull’ipotesi di orbita perfettamente 
Kepleriana; in particolare, in presenza di effetti perturbativi, gli elementi orbitali variano: in 
base al tipo di variazione che questi determinano sugli elementi Kepleriani, tali perturbazioni 
possono essere classificate. 
La Figura 1 mostra una tipica variazione di un elemento orbitale (λi) a causa di una forza di 
perturbazione (Rif. [1]). 
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Figura 1: Variazione periodica e secolare di un parametro orbitale  
Si definiscono variazioni secolari quelle variazioni negli elementi orbitali che sono prodotte 
in maniera lineare: gli elementi affetti da variazioni secolari tendono continuamente ad 
aumentare o diminuire il loro valore, potendo portare l’orbita, in tempi più o meno lunghi, al 
collasso o all’incontrollabilità del satellite; quando, invece, un elemento è perturbato in 
maniera periodica, con variazioni di corto o lungo periodo, rispettivamente più piccole o più 
grandi del periodo orbitale, soffre una deviazione oscillante dal suo valore nominale: si 
definiscono rispettivamente variazioni di corto periodo o di lungo periodo.  
 
Esistono tre principali metodi per analizzare gli effetti perturbativi: 1) tecniche di 
perturbazione speciali, 2) tecniche di perturbazioni generali e 3) tecniche semi-analitiche 
(Rif.[2] ): 
♦ tecniche di perturbazione speciali: integrano numericamente le equazioni di moto 
includendo tutte le accelerazioni perturbative in gioco; 
♦ tecniche di perturbazione generali: sostituiscono le equazioni generali di moto con 
una approssimazione analitica che tiene conto delle caratteristiche essenziali del moto 
su intervalli di tempo limitati; 
♦ tecniche semi-analitiche: combinano i migliori aspetti delle due tecniche precedenti 
ottenendo un buon compromesso di accuratezza ed efficienza. 
 
Cap.2 Nozioni di astrodinamica 
___________________________________________________________________________ 
7 
 
Le forze di perturbazione agenti sul satellite possono essere conservative o non conservative: 
nel primo caso l’energia totale (potenziale e cinetica) rimane costante, mentre nell’altro 
potrebbe aumentare o diminuire a causa principalmente dell’attrito o dell’azione di disturbi 
esterni. La non sfericità del corpo primario e l’attrazione del terzo corpo rappresentano un 
esempio di forze conservative, mentre la pressione di radiazione solare e la resistenza 
atmosferica rappresentano un esempio di forze non conservative. 
 
Nel seguito di questo capitolo vengono introdotte le forze di perturbazione, successivamente 
viene spiegato il metodo di integrazione e infine vengono illustrati i due sistemi di 
riferimento usati e il metodo che permette di passare dalla conoscenza del vettore posizione e 
velocità del satellite agli elementi orbitali. 
Nel prossimo capitolo invece, si descriveranno in dettaglio le forze perturbative e verranno 
valutate le variazioni degli elementi orbitali a causa di queste. 
2.2.  IL METODO DI COWELL 
E’ il metodo più semplice per trattare numericamente il problema dell’integrazione delle 
equazioni del moto di un satellite in presenza di accelerazioni di disturbo (non Kepleriane); 
questo fu scoperto da P. H. Cowell agli inizi del 20° secolo e lui stesso era solito usarlo nello 
studio delle orbite delle otto lune di Giove; Cowell insieme a Crommelin adottavano questo 
metodo anche per predire il ritorno della cometa Halley nel periodo che andava dal 1759 al 
1910. 
Tale metodo è stato ripreso e rielaborato varie volte e in molte forme diverse ma è proprio ai 
giorni di oggi, grazie al fatto che i computer sono diventati più veloci e più efficienti, che ha 
avuto la sua maggiore fortuna (Rif.[3]). 
 
Una delle caratteristiche più interessanti dell’approccio numerico è la possibilità di inserire 
qualsivoglia accelerazione in maniera lineare; sebbene il modello a due corpi trascuri 
totalmente queste perturbazioni, per avere un’analisi accurata della traiettoria del satellite, 
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esse devono essere prese in considerazione andandole a sommare, come appunto 
accelerazioni di perturbazione, all’equazione Kepleriana del moto.  
Il metodo di Cowell consiste semplicemente nello scrivere l’equazione del moto del corpo 
che stiamo analizzando, includendo tutte le perturbazioni, e ,successivamente, nell’integrarla 
numericamente passo dopo passo. Per il problema dei due corpi, considerando anche le 
perturbazioni, l’equazione del moto del satellite può essere scritta: 
..
3r r a p
r
µ
+ =
  
                                                        (2.1) 
dove: 
♦ a p

 è l’accelerazione di perturbazione causata dalle forze agenti sul satellite, mostrata 
come contributo additivo all’equazione originale del moto, 
♦ µ  è il parametro gravitazionale del corpo centrale. 
L’espressione di a p

 dipende da quali e quante perturbazioni vengono considerate. 
Nel seguito verranno esaminate: la non sfericità dell’attrattore, la resistenza atmosferica (nel 
caso solamente della Terra), l’interazione con il terzo corpo e la pressione di radiazione 
solare. 
L’equazione (2.1) è conosciuta come formulazione di Cowell; si è soliti distinguere tra il 
metodo di Cowell e la formulazione di Cowell. La trattazione precedente si basa sulla 
formulazione di Cowell, in essa vengono esaminate e integrate le equazioni differenziali di 
secondo grado del moto; il metodo di Cowell, invece, è la tecnica usata per risolvere 
l’integrazione tramite il calcolo alle differenze finite. 
2.3. INTEGRAZIONE NUMERICA 
Per risolvere numericamente equazioni differenziali di secondo grado sono state sviluppate 
varie tecniche, la più comune, e anche quella di cui qui si è fatto uso, consiste nel riscrivere 
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l’equazione vettoriale del moto, come sei equazioni scalari del primo ordine, si è dovuto fare 
ciò perché lo richiedeva la classe di integratori usata. Il sistema di primo grado che ne esce è 
conosciuto come una variazione dell’equazione di Cowell. 
.
r v=
 
                                                                (2.2) 
.
3v a rp
r
µ
= −
 
 
dove r

 e v

 sono il raggio e la velocità del satellite rispetto al corpo centrale. Per 
l’integrazione numerica l’eq. (2.2) deve essere ancora riscritta come: 
                                            
.
x v
x
=           3v a xx px
r
µ
= −                                              (2.3) 
.
y vy=           3v a yy py
r
µ
= −  
.
z v
z
=           3v a zz pz
r
µ
= −  
dove 2 2 2 1/2( )r x y z= + + . 
Se si ha la formula analitica delle accelerazioni di perturbazione, si può trovare il vettore 
posizione e velocità ( r  e v ) ad ogni istante, applicando uno dei molti metodi di integrazione 
diretta all’eq. (2.3). 
Benché tale metodo abbia una formulazione molto semplice e si presti naturalmente ad 
un’implementazione su calcolatore, lo svantaggio principale è che, poiché l’accelerazione del 
satellite può variare sensibilmente lungo l’orbita, sono tipicamente necessari dei passi di 
integrazione piccoli per ottenere una buona accuratezza di calcolo. 
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2.4. FORZE DI PERTURBAZIONE AGENTI SUL 
SATELLITE 
L’equazione del moto di un satellite è influenzata da tutte le forze di perturbazione che 
agiscono su di esso; tali forze danno origine ad accelerazioni di perturbazione che, se note, 
permettono di ottenere il vettore posizione e velocità del satellite nella sua traiettoria deviata 
tramite l’equazione di Keplero con i termini di disturbo. Le accelerazioni in gioco possono 
essere divise in due grandi gruppi: gravitazionali e non gravitazionali. 
Le accelerazioni gravitazionali sono quelle dovute al campo gravitazionale e quelle dovute 
alla presenza di un terzo corpo; nel gruppo delle non gravitazionali si contano, invece, le 
accelerazioni dovute alla pressione di radiazione solare e quelle dovute alla resistenza 
atmosferica. 
È importante notare che tali perturbazioni non sempre sono piccole: esse in alcuni casi 
possono arrivare ad avere ordini di grandezza comparabili o addirittura maggiori della forza 
di attrazione primaria. Molte missioni interplanetarie, infatti, risulterebbero completamente 
errate se non fossero presi in considerazione gli effetti perturbativi dovuti all’attrazione di 
altri corpi. Se si trascurasse l’effetto dello schiacciamento dei poli della Terra su un satellite 
in orbita attorno ad essa, si avrebbe una predizione della sua posizione, su un periodo di 
tempo abbastanza lungo, completamente sbagliata; inoltre senza l’uso del metodo delle 
perturbazioni, sarebbe impossibile capire o predire l’orbita della Luna (Rif.[3]). 
2.5. SISTEMI DI RIFERIMENTO 
2.5.1 TERRA: IL SISTEMA GEOCENTRICO EQAUTORIALE 
Tra i tanti modelli che riportano i valori delle armoniche gravitazionali della Terra, si è scelto 
l’“EGM-96 model” il quale è stato sviluppato usando come riferimento un sistema 
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Geocentrico-Equatoriale; di conseguenza, anche in questo lavoro, sarà usato un identico 
sistema di riferimento. 
 
Figura 2: Il sistema Geocentrico-Equatoriale 
 
Il sistema di riferimento Geocentrico-Equatoriale ha origine nel centro della Terra; il piano 
fondamentale è il piano equatoriale, l’asse x punta nella direzione dell’equinozio di autunno e 
l’asse z è diretto nella direzione del polo Nord celeste; l’asse y, infine, è tale da formare una 
terna levogira (vedi Figura 2). I versori vengono indicati con  , ,I J K : per questo motivo il 
sistema di riferimento Geocentrico-Equatoriale viene spesso indicato con la sigla IJK. Si 
osservi come questo sistema di riferimento non sia fisso con la Terra ma, al contrario, esso 
risulti solidale con le stelle fisse con la Terra che gira rispetto ad esso (Rif.[4]). 
Le coordinate di un oggetto in questo sistema di riferimento possono essere date in tre diversi 
modi: 
♦ definendo le tre coordinate cartesiane dell’oggetto (x, y, z), 
♦ definendo l’ascensione retta, la declinazione e la distanza dell’oggetto dal centro della 
Terra (α, δ, r), 
♦ definendo la longitudine, la latitudine e l’altezza geodetica dell’oggetto (λ, Φ, h). 
In questa trattazione, per definire la posizione dell’oggetto, verranno usate le tre coordinate 
cartesiane. 
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La direzione del polo Nord terrestre può essere approssimata secondo le seguenti equazioni 
prese da “IAU/IAG 2000 Report” (Rif.[5]): 
Ascensione retta del polo Nord terrestre in EME2000, gradi  
0.00 0.641Tterra IAUα = −−                                          (2.4) 
Declinazione del polo Nord terrestre in EME2000, gradi  
90.00 0.557Tterra IAUδ = −−                                       (2.5) 
Secolo dopo l’epoca J2000  
36525
DT =                                                            (2.6) 
Giorno giuliano dopo l’epoca J2000  
( 2000)D JulianDay J= −                                           (2.7) 
Epoca di riferimento di J2000 in giorni giuliani 
2000 2451545.0J =                                                  (2.8) 
2.5.2 LUNA: “PRINCIPAL AXIS-BASED, COORDINATE SYSTEM” 
Nella scelta del modello delle armoniche gravitazionali della Luna si è optato per l’“LP150Q 
gravity field” il quale è stato sviluppato usando come riferimento un sistema principal axis-
based, di conseguenza, anche in questo lavoro, si è scelto un identico sistema di riferimento. 
Due sistemi molto simili tra loro sono usati per definire un sistema di riferimento lunare fisso 
con il corpo: un mean Earth/rotation system e un principal axis system. Il mean 
Earth/rotation system (oppure spesso chiamato un riferimento “mean Earth/polar axis”) è un 
sistema di riferimento fisso con la Luna basato sulla direzione principale Terra e sull’asse 
principale di rotazione della Luna. Il principal axis system è un sistema di riferimento fisso 
con la Luna allineato con gli assi principali della stessa. A causa del fatto che la Luna non è 
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un perfetto ellissoide triassiale che ruota, gli assi principali e gli assi del mean Earth/rotation 
non coincidono: sulla superficie lunare questi differiscono per meno di 1 km (Rif.[5]). 
Il “IAU/IAG Report (Rif.[6] )” definisce la direzione del polo Nord e del primo meridiano 
della Luna usando il sistema di assi mean Earth/rotation.  
Ascensione retta del polo Nord lunare in EME2000, gradi  
269.9949 0.0031 3.8787sin 1 0.1204sin 2 0.007sin 3T E E Eluna IAUα = + − − +−      
0.0172sin 4 0.0072sin 6 0.0052sin 10 0.0043sin 13E E E E− + − +                                           (2.9) 
 
Declinazione del polo Nord lunare in EME2000, gradi  
66.5392 0.0130 1.5419cos 1 0.0239cos 2 0.0278cos 3T E E Eluna IAUδ = + + − −−  
0.0008cos 4 0.0068cos 6 0.0009cos 7 0.0008cos 10 0.0009cos 13E E E E E+ − + + −              (2.10) 
 
Primo meridiano rispetto al IAU-Node vector lunare, gradi 
3.5610sin 1 0.1208sin 2 0.0642sin 3 0.0158sin 4W W E E E Eluna IAU p= + + − +−  
0.0252sin 5 0.0066sin 6 0.0047sin 7 0.0046sin 8 0.0028sin 9E E E E E+ − − − +  
0.0052sin 10 0.0040sin 11 0.0019sin 12 0.0044sin 13E E E E+ + + +                                      (2.11) 
dove: 
12 236.3213 1.410W W D Dp luna
−
= + − ⋅                                    (2.12) 
1 125.045 0.0529921E D= −                           8 276.617 0.3287146E D= +                            (2.13) 
2 250.089 0.1059842E D= −                          9 34.226 1.7484877E D= +          
3 260.008 13.0120009E D= +                        10 15.134 0.1589763E D= −         
4 176.625 13.3407154E D= +                        11 119.743 0.0036096E D= +        
5 357.529 0.9856003E D= +                          12 239.961 0.1643573E D= +       
6 311.589 24.4057084E D= +                        13 25.053 12.9590088E D= +        
7 134.963 13.0649930E D= +  
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Velocità di rotazione angolare della Luna 
13.1763581 /W gradi giornoluna =                                (2.14) 
Secolo dopo l’epoca J2000 
36525
DT =                                                           (2.15) 
Giorno giuliano dopo l’epoca J2000 
( 2000)D JulianDay J= −                                             (2.16) 
Epoca di riferimento di J2000 in giorni giuliani 
2000 2451545.0J =                                                   (2.17) 
 
 
Figura 3: Moon-Centered, Moon Mean Equator and Prime Meridian (mostrato all’epoca J2000) 
Il sistema di riferimento fisso con il corpo principal axis e il sistema IAU/IAG mean 
Earth/rotation differiscono tra loro (approssimativamente) per tre piccole rotazioni angolari. 
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Possiamo far coincidere il sistema mean Earth/rotation (M) e il IAU/IAG mean 
Earth/rotation (P) tramite la relazione che segue:  
( ) ( ) ( )63.8986 ' 79.0768' 0.1462 'P R R R MZ Y X=                         (2.18) 
Usando le relazioni della trigonometria sferica, queste tre piccole rotazioni possono essere 
incluse nelle equazioni dell’ascensione retta, della declinazione e del primo meridiano 
indicate sopra, includendo dei termini addizionali allo scopo di ottenere le direzioni che 
approssimano il principal axis system. Le equazioni diventano (Rif.[5]): 
( )0.0553cos 0.0034cos 1W W Eluna PA approx luna IAU p pα α= + + +− − −                           (2.19) 
( )0.0220sin 0.0007sin 1W W Eluna PA approx luna IAU p pδ δ= + + +− − −                             (2.20) 
( )0.01775 0.0507cos 0.00340.0007cos 1W W W W Eluna PA approx luna IAU p p= + − − +− − −           (2.21) 
2.6. ELEMENTI ORBITALI 
Per definire completamente il moto del satellite occorrono sei quantità scalari, ad esempio le 
tre componenti del vettore velocità e del vettore posizione del satellite ad un certo istante di 
tempo; in alternativa, è possibile utilizzare un altro insieme di sei elementi in modo da 
individuare in maniera univoca la forma e l’orientamento dell’orbita, nonché la posizione del 
satellite stesso lungo la tale. Questi elementi prendono il nome di elementi orbitali, cinque 
dei quali servono a definire il tipo di orbita ed il suo orientamento nello spazio intorno ad un 
corpo principale come la Terra o la Luna (sono: il semiasse maggiore, l’eccentrità, 
l’inclinazione, l’ascensione retta del nodo ascendente, l’argomento del perigeo), mentre il 
sesto è usato per determinare la posizione del satellite lungo la propria orbita (l’anomalia 
vera). La Figura 4 serve a chiarirne il significato. 
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Figura 4: Elementi orbitali classici. 
Il semiasse maggiore, a, e l’eccentricità, e, definiscono la forma e la taglia dell’orbita; la 
rotazione dell’orbita nel proprio piano è definita dall’argomento del perigeo, ω , 
l’inclinazione, i, e l’ascensione retta del nodo ascendente (RAAN), Ω  definiscono il piano 
dell’orbita; infine l’anomalia media, υ , specifica la posizione del satellite nell’orbita al 
tempo di riferimento. L’intersezione del piano dell’orbita e del piano di riferimento 
attraverso il centro di massa del corpo principale è chiamata linea dei nodi, dove i nodi sono i 
punti di intersezione della traiettoria dell’orbita sul piano di riferimento. Per un satellite in 
orbita terrestre il piano di riferimento è quello equatoriale: il nodo discendente è il punto 
dove il satellite attraversa il piano di riferimento da Nord a Sud, il nodo ascendente dove 
l’attraversamento avviene da Sud a Nord. La linea congiungente il perigeo con baricentro del 
corpo principale è chiamata, invece, linea degli absidi. 
Vediamo questi elementi nel dettaglio: 
♦ a: il semiasse maggiore è il parametro che fornisce la grandezza della conica. Nel 
caso ellittico, per un satellite in orbita terrestre, rappresenta la semi-distanza tra 
l’apogeo ed il perigeo, rispettivamente il più lontano ed il più vicino punto dell’orbita 
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dalla Terra; è positivo per le orbite a forma di circonferenza e per quelle ellittiche, 
infinito nel caso di una parabola e negativo nel caso di un iperbole. 
♦ e: l’eccentricità è un parametro non dimensionale che definisce il tipo di conica e, 
conseguentemente, la forma. E’ uguale a 0 nelle circonferenze, tra 0 ed 1 per le ellissi, 
uguale ad 1 per le parabole ed è maggiore di 1 per le iperboli. L’eccentricità è un 
parametro classico nella geometria delle coniche che mette in relazione l’asse 
maggiore con la distanza tra i fuochi della conica. 
 
 Eccentricità Semiasse 
Ellisse 0<e<1 a>0 
Circonferenza e=0 a>0 
Parabola e=1 a=∞ 
Iperbole e>1 a<0 
Tabella 1: Eccentricità e semiasse maggiore per diverse coniche 
♦ i: l’inclinazione è l’angolo compreso tra il piano equatoriale ed il piano orbitale 
(0°<i<180°). Orbite aventi 0°<i<90° sono dette dirette o posigrade, orbite aventi 
90°<i<180° sono dette retrograde; quando i=90° si parla di orbite polari mentre 
quando i=0° le orbite sono dette equatoriali. 
♦ Ω: l’ascensione retta del nodo ascendente (semplicemente il nodo o la RAAN) è 
l’angolo sul piano equatoriale misurato in direzione Est tra l’equinozio vernale ed il 
nodo ascendente. Risulta indefinito nelle orbite equatoriali. L’equinozio vernale è il 
nodo ascendente dell’orbita della Terra intorno al Sole. 
♦ ω: la rotazione dell’orbita sul piano è definita dall’argomento del perigeo, angolo 
misurato sul piano orbitale nella direzione del moto del satellite dal nodo ascendente 
al perigeo; esso varia tra 0° e 360°. 
♦ υ: per specificare dove il satellite si trova nella sua orbita si usa l’anomalia vera, 
l’angolo misurato sul piano orbitale tra il perigeo e la posizione del satellite al tempo 
selezionato. 
Cap.2 Nozioni di astrodinamica 
___________________________________________________________________________ 
18 
 
2.6.1 ELEMENTI ORBITALI DA R E V 
Una volta assegnata la posizione e la velocità del satellite ad un dato istante di tempo, 
possiamo ricavare gli elementi orbitali da quest’ultimi passando per tre fondamentali vettori 
intermedi quali h: momento della quantità di moto, n: vettore che ha il verso della 
congiungente centro della Terra-nodo ascendente ed e: vettore eccentricità (Rif.[7]). Questi 
vettori sono illustrati in Figura 5. 
 
Figura 5: Vettori fondamentali 
La procedura è la seguente (Rif.[4]): 
♦ Sfruttando la conservazione dell’energia meccanica si ha: 
              
2
2 2
vE
r a
µ µ
= − =−                   quindi           
2
a
E
µ
=−                         (2.22) 
♦ Ricaviamo l’eccentricità da   
         
221 2
Eh
e
µ
= + ,                       dove                 h r v= ×
 
                        (2.23) 
♦ L’angolo di inclinazione si ricava come segue:  
            ( )cos k hi h
⋅
=
 
                  quindi        cos k hi ar
h
 
⋅
=  
 
 
                      (2.24) 
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♦ Dalla definizione di n

 segue poi che  
             
k h
n
k h
×
=
×
 

                                                                 (2.25) 
♦ Pertanto: 
         cos i nΩ= ⋅
 
      quindi       
( )
( )
cos
360 cos
ar i n
ar i n

⋅
Ω = 
°− ⋅

 
                    
0
0
n j
se
n j
⋅ >
⋅ <
 
            (2.26) 
 
             cos
n e
e
ω
⋅
=
 
       quindi      
cos
360 cos
n e
ar
e
n e
ar
e
ω
  
⋅
  
  
= 
 
⋅
°−  
 
 
                   
0
0
e k
se
e k
⋅ >
⋅ <
 
            (2.27) 
 
              cos
e r
er
υ
⋅
=
 
        quindi         
cos
360 cos
e r
ar
er
e r
ar
er
υ
  
⋅
  
  
= 
 
⋅
°−  
 
 
                  
0
0
r v
se
r v
⋅ >
⋅ <
 
           (2.28) 
 
       dove           ( )1 2e v r r v v
r
µ
µ
  
= − − ⋅  
  
    
                                                             (2.29) 
 
Si noti che per le orbite equatoriali non è possibile definire una linea dei nodi, pertanto n

 non 
esiste; di conseguenza non esiste ω né Ω. Inoltre per orbite circolari risulta e=0 e quindi ω 
non è definibile neppure il tal caso.  
In base a ciò si devono trattare separatamente i casi relativi ad orbite equatoriali ellittiche, 
circolari e ad orbite circolari inclinate. Per orbite circolari con e=0 e per orbite equatoriali 
con i =0° vengono usate altre grandezze: in particolare per le orbite equatoriali viene usato un 
singolo angolo pi dato da pi ω= Ω +  detto longitudine del perigeo; per orbite circolari viene 
usato l’argomento della latitudine u, dato da u υ ω= +  e in questo caso, non essendoci un 
perigeo si considera come istante iniziale il tempo di passaggio al nodo ascendente; infine per 
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un’orbita sia equatoriale che circolare si usa la longitudine vera l, intesa come l’angolo fra 
l’asse X e il vettore posizione del satellite, data da l ω υ= + + Ω ; per un’orbita di questo tipo 
non può essere definita neppure l’ascensione retta del nodo ascendente e viene usato il punto 
di riferimento sull’equatore per definire la posizione e il tempo iniziali. 
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3. LE PERTURBAZIONI ORBITALI 
3.1. INTRODUZIONE 
Affinché la formulazione di Cowell possa essere integrata numericamente, è necessario 
conoscere i modelli matematici che descrivono il comportamento di ogni singola 
accelerazione perturbativa. Tali modelli possono essere posti sotto forma di formule 
analitiche o di tabelle in cui sono riportati i dati da utilizzare (vedi, ad esempio, la densità 
atmosferica).  
In questo capitolo si andranno a ricavare le formule di uso comune per le perturbazioni 
incluse nel propagatore, quali: 
♦ accelerazione dovuta allo schiacciamento dei poli 
♦ accelerazione dovuta alla resistenza atmosferica (solo nel caso della Terra) 
♦ accelerazione dovuta all’influenza del terzo corpo 
♦ accelerazione dovuta alla pressione di radiazione solare (nel caso della Terra saranno 
anche incluse le eclissi). 
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3.2. TERRA 
3.2.1 IL CAMPO GRAVITAZIONALE  
Per predire con una certa accuratezza l’orbita di un satellite attorno alla Terra, e in generale 
intorno a qualunque altro corpo celeste, è necessario avere una precisa rappresentazione del 
suo campo gravitazionale. Se il corpo centrale è sferico e isolato da altri corpi, allora in 
assenza di atmosfera, l’orbita di un satellite attorno ad esso è un’ellisse di forma e dimensioni 
costanti, giacente in un piano la cui direzione rimane fissa nello spazio, nel caso invece che il 
corpo non sia perfettamente sferico e nemmeno isolato, come nel caso della Terra, il moto si 
discosta dal comportamento ideale descritto dalla legge di Newton.  
Per un corpo centrale sferico, una volta noto il potenziale, è possibile ricavare l’accelerazione 
tramite l’uso del gradiente. Per questa ragione, innanzitutto, andremo a capire come può 
essere scritto e ricavato il potenziale che include le accelerazioni dovute alla non perfetta 
sfericità del corpo centrale.  
Seguendo l’esempio di Roy, Kaplan and Fitzpatrick (Rif.[9-10-11]), andremo a trovare 
l’espressione della funzione del potenziale gravitazionale, U. 
 
LA FUNZIONE POTENZIALE 
 
Si vada a considerare la Terra come un insieme di infiniti punti Q di massa mQ ; se 
prendiamo un punto P esterno al corpo, il potenziale per unità di massa, U, in P è dato dalla 
sommatoria dei potenziali dei singoli punti Q. 
1
mQU G
Q Qρ
∞
= ∑
=
                                            (3.1) 
dove G è la costane gravitazionale e Qρ  è la distanza tra P e Q (vedi Figura 6). 
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Figura 6: Geometria relativa al calcolo del potenziale 
 
In realtà la Terra è formata da tantissimi ma finiti punti aventi massa; il potenziale, quindi, 
può essere ottenuto attraverso l’integrale esteso a tutto il corpo. Si ottiene: 
1U G dm
body Qρ
= ∫ ⊕                                                     (3.2) 
in cui si è sostituito a mQ  m⊕  per meglio ricordare che questi punti sono appartenenti alla 
Terra. Per poter usare la formula di sopra, occorre conoscere l’espressione di Qρ , ricavabile 
tramite la legge del coseno come  
( )2 2 2 2 cosr r rrQ Q Qρ = + − Λ                                               (3.3) 
dove r è la distanza geocentrica del punto P in cui stiamo calcolando il potenziale, rQ  è la 
distanza dal centro della Terra al punto infinitesimo Q e Λ  è l’angolo tra i due vettori 
posizione. Si avrà: 
( ) ( )
2
21 2 cos 1 2 cos
r rQ Q
r rQ r rρ α α
 
 = − Λ + = − Λ +
 
 
                     (3.4) 
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con 
rQ
r
α =  e, di conseguenza, 
( ) 21 2 cos
dm
U G
body r α α
⊕
= ∫
− Λ +
                                     (3.5) 
Espandendo in serie il denominatore si ottiene 
( )
( )1 1 cos
2 1 01-2 cos
l Plx l
α
α α
∞
 = = Λ∑  +
=Λ +
                     (3.6) 
L’ultimo termine rappresenta la serie dei polinomi di Legendre Pl ; tra parentesi quadre è 
racchiuso l’argomento del polinomio. Ponendo ( )cosγ = Λ , tramite la formula di Rodriguez, 
si ricava (Rif. [6]): 
( )2 11[ ]
2 !
lld
Pl l ll d
γ
γ
γ
−
=  
                  
( ) ( )
( ) ( )
1 2 2 !1 2[ ]
! ! 2 !2 0
jl l j l jPl l j l j l jj
γ γ− − −= ∑
− −
=
                                   (3.7) 
Dove il termine ()
ld
ldγ
 sta ad indicare l’ordine delle derivate. I primi sei termini del 
polinomio di Legendre possono quindi scriversi come 
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[ ] 10P γ =  ( )1 23[ ] 5 32P γ γ γ= −  
[ ]1P γ γ=  ( )1 4 24[ ] 35 -30 38P γ γ γ= +  
( )1 2[ ] 3 12 2P γ γ= −  ( )1 5 35[ ] 63 -70 158P γ γ γ γ= +  
Tabella 2: Primi sei coefficienti del polinomio di Legendre 
 
Riprendendo la formula del potenziale U, e inserendo l’ultima espansione si ottiene 
( )cos
0
G lU P dmlr lbody
α
∞
 = Λ∑∫   ⊕
=
                                     (3.8) 
Procedendo ancora con sostituzioni e semplificazioni si arriva a scrivere 
sin
'
,00
Pl gcG satU C llr rl
φ  
∞  
= ∑
=
  
     ( ) ( ){ }sin( ), ' cos ' sin, ,11
Pl m gclG sat C m S ml m sat l m satlr rml
φ
λ λ
 
 
∞  + +∑∑
==
                       (3.9) 
I termini di questa formula sono tutti noti ad eccezione di '
.
Cl m , 
'
.
Sl m , gcsat
φ  e 
satλ . 
'
.
Sl m  
e '
.
Cl m si trovano una volta noti R⊕  , m⊕ , rispettivamente il raggio e la massa della Terra, e 
,
Sl m e ,Cl m tramite  
              '
, ,
lC C R ml m l m= ⊕ ⊕                  ' , ,
lS S R ml m l m= ⊕ ⊕                       (3.10) 
,
Sl m e ,Cl m  rappresentano i coefficienti gravitazionali non normalizzati. 
Con opportune sostituzioni si arriva a scrivere  
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{ }1 sin cos( ) sin( ), , ,2 0
lRl
U P C m S ml m gc l m sat l m satr r satl m
µ φ λ λ
 
∞      ⊕
= + + ∑ ∑         = =      
 (3.11) 
E’ da notare che 
,0Sl , 1,0C , 1,1C e 1,1S  sono tutti zero e 1,0S  è anch’esso zero per 
definizione; inoltre si ponga l’attenzione sugli indici delle sommatorie: m nel seguito sarà 
chiamato ordine della funzione potenziale mentre l sarà chiamato grado. Come si può vedere 
sia l’ordine che il grado possono arrivare fino all’infinito ma, nel nostro caso, si fermeranno 
molto prima. 
Se poniamo -
,0C Jl l= , dove con “ Jl ” indichiamo le armoniche zonali della Terra, come 
ultima espressione si ottiene 
1 sin
2
lR
U J Pl l gcrr satl
µ φ
 
∞      ⊕
= − + ∑         =      
 
    ( ) ( ){ }sin cos sin, , ,12
lRl
P C m S ml m gc l m sat l m satr satml
φ λ λ ∞    ⊕+ + ∑  ∑       ==    
                               (3.12)      
Questa espressione descrive l’attrazione gravitazionale risultante da una distribuzione 
irregolare di massa usando una funzione potenziale; i termini rappresentano: 
♦ R⊕  = raggio della Terra 
♦ µ µ= ⊕  = parametro gravitazionale della Terra 
♦ r = distanza del satellite dal centro della Terra 
♦ gc
sat
φ = latitudine geocentrica del satellite 
♦ 
satλ  = longitudine geocentrica del satellite 
♦ l = grado delle armoniche 
♦ m = ordine delle armoniche 
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♦ 
,
Cl m  e ,Sl m  = coefficienti gravitazionali non normalizzati 
♦ sin
,
Pl m gc
sat
φ     
   
 = funzioni associate di Legendre. 
Quest’ultime sono date da                                                                                                  
2 221
sin 1 sin sin 1
,
2 !
sin
m l
l mdPl m gc gc gcl l msat sat satl
d gc
sat
φ φ φ
φ
   +             
= − −                    +                       
  
(3.13) 
oppure da 
2 2
1 sin( ) sin
,
sin
m
mdP Pl m gc l gcm
sat sat
d gc
sat
φ φ
φ
       
= −                         
  
                (3.14) 
Nella Tabella 3 sono riportati i primi quattro valori delle funzioni associate di Legendre. 
In Appendice B si va a sviluppare un metodo ricorsivo per ottenere in maniera veloce tutti i 
termini di tali polinomi; queste espressioni infatti sono di facile manipolazione nel caso in cui 
si vadano ad usare solo pochi termini ma diventano mal gestibili quando, al contrario, se ne 
sviluppano molti. 
 
P0,0                                     1 
P3,0                            1 3(5sin ( ) - 3sin( ))
2
gc gcsat sat
φ φ  
P3,1                         1 2cos( )(15sin ( ) - 3)
2 gc gcsat sat
φ φ  
P3,2                                  215cos ( )sin( )gc gcsat satφ φ  
P3,3                                                  315cos ( )gcsatφ  
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P1,0                      sin( )gcsatφ  
P1,1                     cos( )gcsatφ  
P4,0                 1 4 2(35sin ( ) - 30sin ( ) 3)
8 gc gcsat sat
φ φ +  
P4,1           5 3cos( )(7sin ( ) - 3sin( ))
2 gc gc gcsat sat sat
φ φ φ  
P4,2                        15 2 2cos ( )(7sin ( ) -1)
2 gc gcsat sat
φ φ  
P4,3                                 3105cos ( ) sin( )gc gcsat satφ φ  
P4,4                                                4105cos ( )gcsatφ  
P2,0          1 2(3sin ( ) -1)
2 gcsat
φ  
P2,1    3sin( ) cos( )gc gcsat satφ φ  
P2,2                  23cos ( )gcsatφ  
Tabella 3: Funzioni associate di Legendre 
Se i coefficienti gravitazionali si trovano in forma non normalizzata (riconoscibili attraverso 
una barra sopra, ,Sl m e ,Cl m ), tramite la produttoria 
,l mΠ , essi possono essere ricondotti ai 
non normalizzati. Si avrà:  
( )
( ) ( )
l+m !
P =l,m l-m !k 2l+1
                                           (3.15) 
,
, ,
S Sl m l m l m=Π                     , , ,C Cl m l m l m=Π                   
,
,
,
Pl mPl m
l m
=
Π
            (3.16) 
                          
1 se 0
2 se 0.
k m
con
k m
= = 
 
= ≠ 
                                               (3.17) 
Nel caso si faccia questa scelta, anche i polinomi di Legendre devono essere corretti affinché 
il prodotto rimanga lo stesso. Si avrà 
                       ,,
, ,
C P C Pl ml m l m l m=      ,, , ,S P S Pl ml m l m l m=                     (3.18) 
In definitiva, i coefficienti gravitazionali, ci forniscono una stima della forma della Terra; in 
particolare il coefficiente gravitazionale zonale 2,0C , normalizzato, di secondo ordine 
rappresenta il rigonfiamento equatoriale della Terra. 
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Prendendo 6 -484.1654663102,0C −= ⋅ , tramite ( )2 1,0
,0C C lll = + , si ottiene 
 
0.0010826269 2,0C =−  e quindi 0.0010826269 2J = . 
 
LE ARMONICHE SFERICHE 
 
L’argomento dei polinomi di Legendre è costituito dalle armoniche sferiche, gli indici l e m 
stanno ad indicare quante linee sono prese nella sfera. In base al grado e all’ordine, una 
funzione di Legendre si riferisce a: 
♦ una armonica zonale quando m =0 
♦ una armonica settoriale quando m=l  
♦ una armonica tesserale quando m l≠ . 
Le armoniche zonali hanno come caratteristica quella di avere m=0 per cui il campo 
potenziale da loro rappresentato è simmetrico rispetto all’asse polare; esse sono semplici 
bande di latitudine che variano il loro valore da positivo a negativo quindi vanno ad 
aggiungere o sottrarre qualcosa al potenziale della simmetria sferica; lungo le linee, invece, 
Pl  è zero. Come possiamo vedere dalla Figura 7, nel caso in cui m=0 e l=2 si avranno tre 
bande di latitudine, nel caso in cui m=0 e l=3, quattro bande di latitudine e così via.  
 
Figura 7: Armoniche zonali 
Un’armonica zonale corrisponde geometricamente ad una particolare forma della superficie 
geopotenziale. La seconda armonica zonale (m=0; n=2) esprime il principale effetto dello 
schiacciamento della Terra ai poli; la terza armonica zonale (m=0; n=3) provvede ad un 
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profilo con tendenza triangolare; la quarta armonica lo fa tendere ad un quadrato, la quinta ad 
un pentagono, e così via. 
Come si vede dai valori delle armoniche riportati in Appendice C, 2J  è almeno 1000 volte 
più grande di 3J ; 2J  rappresenta matematicamente lo schiacciamento terrestre ed è il 
termine predominante nella funzione di perturbazione geopotenziale. Concettualmente si può 
supporre che questo effetto sia analogo a quello che si avrebbe aggiungendo una cintura di 
massa equatoriale alla sfera omogenea terrestre, come rappresentato in Figura 8. 
 
Figura 8: Effetto di J2 
Si parla di armoniche settoriali quando l=m; esse rappresentano bande di longitudine e 
ancora una volta assumono valore negativo o positivo alternativamente lungo la sfera; in 
questo caso i polinomi di Legendre sin
,
Pl l gc
sat
φ     
   
sono uguali a zeri solo ai poli. 
 
Figura 9: Armoniche settoriali 
Nel caso in cui  0l m≠ ≠  si parla di armoniche tesserali; la sfera è divisa in questo caso in 
un mosaico di regioni come si vede dalla Figura 10. Anche questo tipo di armoniche 
modifica il potenziale allo stesso modo delle precedenti. 
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Figura 10: Armoniche tesserali 
 
LE DERIVATE PARZIALI 
 
Ricordando quanto detto per la funzione potenziale, possiamo ricavare le accelerazioni che 
andremo poi a includere nel propagatore usando il gradiente. L’accelerazione in coordinate 
sferiche nel sistema di riferimento geocentrico-equatoriale, è data da: 
T TTU r U Usat sata
r r r r
sat sat
φ λ
φ λ
∂ ∂   ∂ ∂ ∂ ∂ 
= + +        ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂     

  
                       (3.19) 
dove gcsatφ è la latitudine geocentrica del satellite mentre satλ è la longitudine. 
Le derivate parziali di U hanno la forma seguente 
( ) ( ) ( ){ }1 sin cos sin, , ,2 2 0
llU R l P C m sat S m satl m gc l m l mr rr l m
µ φ λ λ∞∂     =− + +∑ ∑     ∂    
= =
                        (3.20) 
 
( ) ( ) ( ){ }sin cos sin1, , ,2cos
llU R l m P C m S ml m gc l m sat l m satr satl m ogc rsat gc
sat
µ φ λ λφ φ
 ∞   ∂    = + + +∑ ∑      − ∂       = =     
 
     
( ) ( ){ }sin sin cos sin, , ,2cos
ll R l P C m S mgc l m gc l m sat l m satr sat satl m or gc
sat
µ φ φ λ λ
φ
 ∞        
− +∑ ∑                   = =     
 
 
 
( ) ( ){ }sin cos sin, , ,2 0
llU R
mP S m sat C m satl m gc l m l mr rl msat
µ φ λ λλ
∞∂     
= −∑ ∑     ∂    
= =
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mentre le derivate del vettore posizione sono così espresse 
T
r r
rr
∂
=∂


                                                               (3.21) 
1
22 2
T
rr rgc kKsat
r rrr ri j
φ  ∂ ∂ 
= − + ∂ ∂+  
 



 
1
2 2
r rj isat r ri jr r rr ri j
λ ∂ ∂∂
 = −∂  ∂ ∂+
 
  
 
dove ( , ,r r ri j k ) sono le componenti di r rispetto agli assi cartesiani; notiamo che tali derivate 
sono versori. Opportune sostituzioni portano infine a trovare le espressioni delle 
accelerazioni dovute allo schiacciamento dei poli sui tre assi X, Y, Z 
2 22 2 2
1 1
sat
k
i i j
gc sati ji j
rU U U
a r r
r r r rr r r
φ λ
   ∂ ∂ ∂   
= − −   ∂ ∂ ∂+ +   
                          (3.22) 
2 22 2 2
1 1
sat
kj j i
gc sati ji j
rU U U
a r r
r r r rr r r
φ λ
   ∂ ∂ ∂   
= − −   ∂ ∂ ∂+ +   
 
2 2
1
2
r ri jU U
a rkk r r gcr satφ
+∂ ∂
= +∂ ∂  
Per risolvere completamente queste equazioni occorre conoscere la latitudine e la longitudine 
del satellite; esse sono ricavabili come funzioni delle coordinate Geocentriche del satellite. 
2 2
cos
r ri j
gc rsat
φ
+ 
= 
 
     ( )cos 2 2risat r ri jλ = +                        (3.23) 
       sin rkgc r
sat
φ  = 
 
           ( )sin 2 2rjsat r ri jλ = +  
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IL CAMPO GRAVITAZIONALE TERRESTRE 
 
L’EGM-96 è un modello geopotenziale della Terra composto da armoniche sferiche di ordine 
e grado pari al 360. Questo modello è il risultato della collaborazione tra il National Imagery, 
la Mapping Agency, il Goddard Space Flight Center della NASA e la Ohio State University 
ed è stato usato come riferimento geodetico per aggiornare il modello WGS-84; esso servirà 
in futuro come modello di riferimento per orbite precise, carte oceanografiche e studi 
geofisici. Per la maggior parte degli studi di satelliti in orbita attorno alla Terra solo per poco 
tempo, è sufficiente usare un modello che arrivi fino al grado/ordine 8 (Rif.[5]). 
In Appendice C è riportato un sottoinsieme dei coefficienti del modello EGM-96; inoltre 
sempre nello stesso Appendice è indicato dove il modello completo può essere trovato. 
 
Parametro Valore Unità 
Raggio della Terra, R⊕  6378.13655 km 
Massa della Terra, M⊕  5.9742·1024 kg 
GM⊕  3.986004415·10
5
 km3/s2 
Tabella 4: parametri vincolanti del modello EGM-96 
 
Figura 11: Il geoide Terra secondo il modello EGM-96 
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3.2.2 LA RESISTENZA ATMOSFERICA 
Nelle orbite molto vicine alla Terra e molto eccentriche, con bassa quota di perigeo, gli 
effetti di disturbo dovuti alla resistenza atmosferica rappresentano la più importante origine 
di perturbazione non gravitazionale; a quote maggiori, invece, le perturbazioni dovute alla 
presenza di un terzo corpo e alla radiazione solare risultano predominanti. Nel concetto 
generale di resistenza sono incluse anche le collisioni con le particelle cariche provenienti dal 
Sole, gli ioni atmosferici, i raggi cosmici, i micro e i macro meteoriti, tutto ciò insomma, che 
tende a ritardare il moto del satellite (Rif.[8]). 
La resistenza agisce in direzione opposta al vettore velocità (vedi Figura 12, Rif. [8]) e tende 
a togliere energia all’orbita; questa riduzione di energia causa una diminuzione delle 
dimensioni della stessa (in termini di eccentricità e di semiasse maggiore) con conseguente 
aumento degli effetti atmosferici che risultano maggiori nei pressi della superficie terrestre; il 
satellite tende a seguire una traiettoria a spirale diminuendo gradatamente la quota operativa 
fino ad impattare con l’atmosfera terrestre e conseguentemente a distruggersi. 
 
 
Figura 12: La forza di resistenza 
Sebbene su molti testi siano riportate procedure volte a fornire un modello accurato di 
atmosfera, ad oggi, tali modelli risultano ancora incompleti. Tre sono le principali strade che 
possono essere seguite nello studio sulla resistenza: 1) cercare di determinare la variazione 
della forma dell’orbita in presenza di atmosfera, 2) provare a stimare la vita operativa del 
satellite, 3) determinare le proprietà fisiche dell’atmosfera.  
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Quantitativamente è difficile sviluppare un modello accurato di resistenza atmosferica perché 
è difficile determinare con precisione sia la densità atmosferica che il coefficiente di 
resistenza del satellite; la resistenza atmosferica, ρ, è una funzione della quota atmosferica e 
dell’attività solare, dovuta all’espansione della termosfera bassa (~90 km) a causa 
dell’eccitazione termica data dalla radiazione ultravioletta estrema. 
 
ACCELERAZIONI DOVUTE ALLA RESISTENZA ATMOSFERICA 
 
L’accelerazione di perturbazione originata dalla resistenza può essere espressa come 
1 2
2
C A vrelda vresist relm vrel
ρ=−


                                            (3.24) 
dove: Cd , è una quantità adimensionale che ci fornisce una stima della sensibilità del 
satellite alla forza di resistenza descrivendo l’interazione dell’atmosfera con il materiale della 
superficie dello stesso. Il coefficiente di resistenza per un satellite in atmosfera alta, può 
essere approssimato a 2.2, tipici valori di Cd  vanno da [1.5-3.0] e sono generalmente stimati 
come parametri liberi nei programmi di simulazione orbitale. La densità atmosferica, ρ 
[kg/m3], indica quanto è densa l’aria nella zona in cui si sta muovendo il satellite ed è forse il 
parametro più difficile da valutare insieme all’area esposta, A [m2], definita come l’area 
perpendicolare al vettore velocità del satellite. Infine, abbiamo bisogno di conoscere la massa 
del satellite, m [kg], che di solito è assunta costante. Se chiamiamo il rapporto mC Ad
 
coefficiente balistico, BC, si ha un’altra stima della suscettibilità del satellite alla resistenza; 
dalla definizione precedente si deduce che un basso BC corrisponde ad un’alta influenza 
dell’atmosfera sul satellite e viceversa.  
E’ molto importante capire a fondo tutte le quantità di cui si è parlato fino ad adesso e 
conoscere come usarle. 
La velocità che viene presa in considerazione, è la velocità relativa all’atmosfera e non il 
semplice vettore velocità, è da notare inoltre che un velivolo spaziale di forma arbitraria in 
moto con velocità nell’atmosfera, è soggetto ad una forza di resistenza D (diretta in verso 
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opposto alla velocità relativa del satellite rispetto all’atmosfera) e ad una di portanza L 
(diretta perpendicolarmente alla velocità relativa); in prima stima, tuttavia, è abbastanza 
ragionevole trascurare la portanza, e considerare una sezione trasversale media per la stima 
della resistenza. A causa della resistenza con la Terra, la zona di atmosfera più vicina a 
quest’ultima, ruota poco più velocemente rispetto alle zone poste ad altitudine maggiori.  
Il vettore velocità relativo all’atmosfera viene così espresso: 
Tdr dx dy dz
v r y xrel dt dt dt zt
ω ω ω
 
= − × = + −⊕  ⊕ ⊕ 

 
                             (3.25) 
con 
dr
dt

 = velocità del satellite espressa in coordinate geocentriche equatoriali; 
r

 = vettore posizione nello stesso sistema di riferimento; 
ω⊕  = velocità angolare della Terra (ω⊕ = 7.2921158553·10
-5
 rad/sec).  
 
MODELLI DI ATMOSFERA 
 
Negli anni sono stati sviluppati numerosi modelli di atmosfera, la Figura 13 mostra 
l’evoluzione di quelli più rappresentativi: 
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Figura 13: Modelli di atmosfera 
La presenza di molti modelli differenti tra loro è giustificata dal fatto che in ogni 
applicazione è richiesto un determinato grado di accuratezza: alcuni ne hanno meno, altri di 
più, sta a noi scegliere quale sia il più adatto in ogni singolo caso. Il modello Jacchia-Roberts 
è uno dei modelli, variabili nel tempo, più accurati ma i suoi tempi di implementazione sono 
spesso molto lunghi; modelli come questo presentano un alto grado di fedeltà nei dati e nelle 
misurazioni ma richiedono altresì un potere di calcolo elevato; d’altro canto, il semplice 
modello esponenziale richiede meno in termini di prestazioni computazionali ma può 
risultare inadeguato per programmi in cui è richiesta un’alta precisione di calcolo. Quindi 
possiamo dedurre che non esiste un modello migliore di un altro in assoluto, ma esiste quello 
che in quel caso specifico risulta più adeguato. 
Nel presente lavoro è possibile scegliere, a seconda delle esigenze, tra tre tipi diversi di 
modelli con precisione crescente: 1) il modello esponenziale, 2) il MSIS-86, 3) il Jacchia71. 
♦  MODELLO ESPONENZIALE (0-1000 km) 
Questo semplice modello statico considera la densità dell’atmosfera decrescente 
esponenzialmente all’aumentare della quota; assume inoltre una distribuzione sferica 
simmetrica di particelle. La densità, ρ , varia con l’altitudine come segue:  
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0exp0
h h
ell
H
ρ ρ
− 
= − 
  
                                              (3.26) 
dove la densità di riferimento, 0ρ , è collegata all’altitudine di riferimento, 0h ; hell  è la 
quota del satellite sulla superficie della Terra e H è un fattore di scala.  
 
Altezza 
 
hell  
(km) 
Altezza 
nominale 
0h  
(km) 
Densità 
nominale 
0ρ  
(kg/m3) 
Fattore 
 di scala 
H  
(km) 
Altezza 
 
hell  
(km) 
Altezza  
nominale 
 0h  
(km) 
Densità  
nominale 
0ρ  
(kg/m3) 
Fattore 
 di scala 
H  
(km) 
0-25 0 1.225 7.249 150-180 150 2.070x10-9 22.523 
25-30 25 3.899x10-2 6.349 180-200 180 5.464x10-10 29.740 
30-40 30 1.744x10-2 6.682 200-250 200 2.789x10-10 37.105 
40-50 40 3.972x10-3 7.554 250-300 250 7.248x10-11 45.546 
50-60 50 1.057x10-3 8.382 300-350 300 2.418x10-11 53.628 
60-70 60 3.206x10-4 7.714 350-400 350 9.518x10-12 53.298 
70-80 70 8.770x10-5 6.549 400-450 400 3.725x10-12 58.515 
80-90 80 1.905·10-5 5.799 450-500 450 1.585·10-12 60.828 
90-100 90 3.396·10-6 5.382 500-600 500 6.967·10-13 63.822 
100-110 100 5.297·10-7 5.877 600-700 600 1.454·10-13 71.835 
110-120 110 9.661·10-8 7.263 700-800 700 3.614·10-14 88.667 
120-130 120 2.438·10-8 9.473 800-900 800 1.170·10-14 124.64 
130-140 130 8.484·10-9 12.636 900- 900 5.245·10-15 181.05 
140-150 140 3.845·10-9 16.149 1000- 1000 3.019·10-15 268.00 
Tabella 5: Coefficienti per il modello esponenziale 
 
La Tabella 5 mostra i relativi valori. Sebbene questo modello approssimi abbastanza bene 
l’andamento dell’atmosfera, manca di elevati livelli di accuratezza e precisione; per colmare 
questa mancanza si è cercato di suddividere l’atmosfera in bande abbastanza vicine tra loro, 
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questo permette di avere maggiore precisione man mano che il numero delle zone in cui 
viene suddivisa l’atmosfera cresce. 
♦ MSIS-86 (0-2000 Km) 
Il modello MSIS-86, descrive la variazione della temperatura e della densità nell’alta 
atmosfera (al di sopra dei 100 Km, fino all’altezza della termosfera): l’MSIS-86, Mass 
Spectrometer Incoherent Scatter, può essere considerato come una parte (quella relativa 
all’alta atmosfera) del CIRA-86, CONSPAR International Reference Atmosphere, e la sua 
compilazione è gran parte frutto del lavoro di A. E. Hedin, Rif [14]. 
♦ JACCHIA-ROBERTS (90-2500 km) 
I modelli di atmosfera pubblicati da Jacchia a partire dal 1965 (J65, 1965; J70, 1970; J71, 
1971; J77, 1997), sono tra i più popolari modelli usati in astrodinamica; questi modelli 
contengono espressioni analitiche per determinare la temperatura esosferica come una 
funzione della posizione, del tempo, dell’attività solare e geomagnetica.. Il primo, chiamato 
J65, era basato soltanto sui parametri principali, quota e temperatura, determinando alla fine 
la densità. Quando, dall’analisi delle accelerazioni di alcuni satelliti dovute alla resistenza 
atmosferica, divennero disponibili dati più precisi, tale modello fu migliorato e nacque il 
cosiddetto J71: esso tiene conto delle variazioni di densità come funzioni del tempo e copre 
un intervallo di quote che va dai 90 ai 2500 km. 
 
ATTIVITA’ SOLARE 
 
Il ciclo solare è il periodo che intercorre tra due minimi di attività solare: dura mediamente 
11 anni, anche se può variare tra 8 e 14 anni. Il ciclo fu scoperto da Schwabe nel 1943 in 
seguito all’osservazione delle macchie solari, ovvero piccole zone scure che appaiono sulla 
superficie del Sole. E’ necessario tener conto di questa attività in quanto esiste un’alta 
correlazione statistica tra la comparsa di macchie solari e la variazione dei parametri 
ambientali, quali la temperatura o la densità dell’atmosfera. 
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Sapendo che il 1997 è stato un anno di minima attività solare, vedi Figura 14, Rif.[2], 
abbiamo suddiviso i successivi 11 anni in tre categorie: bassa, media e alta attività solare, 
vediamo come:  
 
 
Figura 14: Flusso solare 
 
                 
Figura 15: Cicli solari 
con lo stesso schema si sono suddivisi tutti gli altri periodi. 
A seconda del tipo di attività, varia la densità atmosferica e quindi si avranno valori di 
accelerazioni dovute all’atmosfera diverse a seconda del periodo nonostante la quota rimanga 
la stessa. 
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3.2.3 LA PRESSIONE DI RADIAZIONE SOLARE 
Come la resistenza atmosferica, la pressione di radiazione solare è una perturbazione di tipo 
non conservativo ma, analogamente alla presenza del terzo corpo, dà il suo maggiore 
contributo nelle orbite alte: per satelliti al di sotto di 800 Km di quota l’accelerazione dovuta 
alla pressione di radiazione solare è più piccola di quella dovuta alla resistenza atmosferica, 
al di sopra vale il contrario.  
Tra i molti aspetti che rendono difficoltosa una precisa modellizzazione della pressione di 
radiazione solare, si ricorda l’andamento dei cicli solari, i quali causano variazioni di 
temperatura e di densità nell’atmosfera, e il calcolo della superficie esposta alla radiazione 
stessa, parametro cruciale in quanto direttamente proporzionale all’accelerazione. 
Ogni area esposta ad una radiazione elettromagnetica è soggetta ad una determinata pressione 
di radiazione, rapporto tra la potenza ricevuta per unità di area esposta al Sole e la velocità 
della luce; per satelliti con basso coefficiente balistico, ovvero con grandi aree esposte, gli 
effetti della pressione di radiazione solare, sono elevati. In concreto, un satellite in orbita 
terrestre riceve una radiazione dal Sole e dalla Terra, dovuta alla riflessione di una parte della 
radiazione solare (chiamata albedo) ed alla radiazione direttamente emessa sotto forma di 
infrarosso. Il contributo più importante, se il satellite non si trova in condizioni di eclissi, è la 
pressione di radiazione solare, pSR , per unità di area, il cui valore è:  
1353 2 6 64.51 10 4.51 108 3 23 10
W
W s NmpSR m m m
s
⋅
− −
= = × = ×
×
                         (3.27) 
ricavato prendendo come valore dell’intensità di potenza ricevuta di 1358 W/m2 (termine al 
numeratore) e come valore della velocità della luce di 3·108 m/s (termine al denominatore), 
(Rif.[2]). 
Questa radiazione produce una forza data da:  
F p C A rSR SR R S S=− ⊕
 
                                       (3.28) 
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in cui AS  è l’area esposta al Sole in m
2
, r S⊕

 è il vettore, in Km, che va dal Sole alla Terra e 
CR  è il coefficiente di pressione di radiazione. Si noti come sia necessario conoscere l’esatta 
posizione del Sole affinché sia possibile trovare il valore di r S⊕

; tale posizione è stata 
ricavata tramite l’uso delle Effemeridi del Sole (Appendice A). 
Per rendere la trattazione più semplice ma sicuramente meno realistica, è comune assumere 
come area esposta al Sole quella perpendicolare a quest’ultimo. Il coefficiente di pressione di 
radiazione può essere scritto anche come (1+ε) con ε coefficiente di riflessione: per tipici 
materiali usati nella costruzione dei satelliti esso varia nell’intervallo [0.2-0.9] (vedi Tabella 
6). 
 
Materiale ε  1 ε−  1CR ε≈ +  
Pannelli solari 0.21 0.79 1.21 
Antenne 0.30 0.70 1.30 
Vele solari rivestite in alluminio 0.88 0.12 1.88 
Tabella 6: Coefficienti di riflessione di alcuni componenti dei satelliti 
Riprendendo l’espressione della forza di pressione di radiazione solare, tramite la seconda 
legge di Newton, si arriva a trovare la formula dell’accelerazione: 
F p C ASR SR R SaSR m m
= =                                              (3.29) 
Per le computazioni numeriche, la forma dell’accelerazione è espressa come: 
p C A rsatSSR R SaSR
m rsatS
=−


                                        (3.30) 
in cui si ricorda r
satS

 essere il vettore che va dal Sole al satellite. 
ECLISSI 
 
L’espressione dell’accelerazione dovuta alla pressione di radiazione solare è stata ricavata 
partendo dall’ipotesi implicita di piena illuminazione da parte del Sole; tuttavia, per la 
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maggior parte dei satelliti orbitanti intorno alla Terra, si verificano delle eclissi parziali o 
totali di cui occorre naturalmente tener conto. 
Il modello di calcolo seguente (vedi Rif.[7]) è applicabile a qualsiasi corpo occultatore (ad 
esempio la Luna), sebbene la computazione delle condizioni di eclisse sia generalmente 
applicata alla Terra. Trascurando l’atmosfera e lo schiacciamento ai poli del corpo 
occultatore, in riferimento alla Figura 16 si può scrivere: 
           s r rS BS = −
  
     e    S r r= −
  
B                                          (3.31) 
che rappresentano le coordinate rispettivamente del Sole e del satellite rispetto al corpo 
occultatore in rB

. Il piano fondamentale, perpendicolare all’asse d’ombra e passante per il 
centro di massa del satellite, intercetta l’asse d’ombra ad una distanza pari a 
( )/0
TS S S SS S−
=
  
                                                  (3.32) 
dal centro del corpo occultatore in direzione opposta al Sole. Di conseguenza 
2 2
0l S S= −                                                       (3.33) 
sarà la distanza del satellite dall’asse d’ombra. Facendo uso del raggio del Sole RS  e di 
quello del corpo occultatore RB  (nel nostro caso la Terra) gli angoli dei coni d’ombra 
risultano dati da: 
sin ( )/1f R R SS B S= +                                                   (3.34) 
                                                        sin ( )/2f R R SS B S= −  
Di qui in avanti il pedice 1 indicherà il cono di penombra, mentre il pedice 2 quello d’ombra. 
Quando il corpo occultatore è la Terra il semiangolo di ombra vale 0.264° mentre quello di 
penombra vale 0.269°. Perciò le distanze del piano fondamentale (misurate in direzione anti-
Sole) dai vertici 1V  e 2V  dei coni d’ombra saranno 
/sin1 0 1c S R fB= +                                                     (3.35) 
                                                           /sin2 0 2c S R fB= −     
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mentre i raggi di tali coni sul piano fondamentale si possono esprimere come 
  1 1 1l c tgf= ⋅                                                             (3.36) 
                                                                2 2 2l c tgf= ⋅          
Si può notare che 2l  è negativo tra il corpo occultatore e il vertice del cono d’ombra (regione 
di totale eclisse). Per tenere conto di tali periodi di eclisse si aggiunge un coefficiente 
correttivo all’espressione dell’accelerazione sopra vista, in definitiva si ottiene: 
p c ArsatSSR RaSR
m rsatS
υ=−


                                              (3.37) 
dove la funzione d’ombra υ  vale: 
♦  υ= 0 per il satellite in ombra 
♦  υ= 1 per il satellite in luce 
♦  0 < υ  < 1 per il satellite in penombra. 
 
Figura 16: Modello d’ombra canonico 
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3.2.4 IL TERZO CORPO 
Quando un satellite si trova sotto l’influenza di un altro campo gravitazionale in aggiunta a 
quello terrestre, il moto kepleriano può essere perturbato in maniera importante. Le principali 
perturbazioni dovute ad un terzo corpo, per un satellite in orbita terrestre, sono a causa del 
Sole e della Luna, dovute, nel primo caso, alla sua grande massa e, nel secondo, alla sua 
vicinanza. In tal caso, non si possono più usare le relazioni usate per il problema dei due 
corpi ma diventa necessario svilupparne altre valide per il problema dei tre corpi. Nel seguito 
si indicherà con il pedice “sat” una qualunque grandezza riferita al satellite e verrà usata, ad 
esempio, l’espressione r r rS S= −⊕ ⊕
  
, per indicare la differenza tra il vettore posizione del 
Sole e quello della Terra. 
Per un sistema a tre corpi (ad esempio Sole, Terra, satellite), in riferimento alla Figura 17, 
rispetto ad un riferimento inerziale, si ha: 
r r rS S= −⊕ ⊕
  
                                                         (3.38) 
Successive differenziazioni portano a  
.. .. ..
r r rsat sat= −⊕ ⊕
  
                                                     (3.39) 
Basandoci sulla legge di Newton e sulla legge gravitazionale la risultante delle forze agenti 
sulla Terra è pari a: 
..
3 3
Gm m r Gm m rsat Ssat SF m rg
r r
sat S
⊕ ⊕⊕ ⊕
= = +∑ ⊕ ⊕⊕
⊕ ⊕
 
 
                      (3.40) 
Tale risultato è la somma degli effetti combinati del Sole e del satellite (termini 
rispettivamente a sinistra e a destra).  
 
Cap.3 Le perturbazioni orbitali 
___________________________________________________________________________ 
46 
 
 
Figura 17: Geometria del modello a 3 corpi 
Per il satellite, invece, la somma delle forze gravitazionali agenti è: 
..
3 3
Gm m r Gm m rsat Ssatsat S satF m rgsat satsat
r r
sat Ssat
⊕⊕
= =− −∑
⊕
 
 
                 (3.41) 
Si noti che entrambe le forze sono di segno negativo in quanto agiscono in direzione opposta 
a quelle che punta verso il satellite. 
 
ACCELERAZIONI DOVUTE AL TERZO CORPO 
 
Esaminiamo adesso gli effetti che ha un terzo corpo sul satellite. Le perturbazioni dovute al 
terzo corpo iniziano a farsi sentire a quote alte, quando invece l’effetto delle perturbazioni 
legate alla resistenza atmosferica cominciano a scomparire.  
Si vuole ricavare un’espressione precisa per le accelerazioni dovute al terzo corpo, una volta 
nel caso questo sia il Sole, una volta nel caso questo sia la Luna. 
♦ Accelerazione a causa del Sole 
Appropriate sostituzioni producono il seguente risultato: 
..
3 3 3 3
Gm r Gm r Gm r Gm rsat Ssat sat SS sat Sr sat
r r r r
sat Ssat sat S
⊕ ⊕ ⊕⊕
=− − − −⊕
⊕ ⊕ ⊕
   

                 (3.42) 
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Il risultato finale, usando r rSsatsatS = −
 
, è: 
( )..
3 3 3
G m m r sat r rsat satS S
r Gmsat S
r r r
sat satS S
 + ⊕⊕ ⊕ 
=− + −⊕   ⊕ ⊕ 

 

                              (3.43) 
Il primo termine rappresenta l’accelerazione della Terra sul satellite nel modello a due corpi 
(Terra, satellite), mentre il secondo termine  
3 3
Sole r rsatS S
a Gmpert S
r r
satS S
 
⊕ 
= −
  ⊕ 
 

                                          (3.44) 
rappresenta l’accelerazione del Sole sul satellite ovvero l’accelerazione di perturbazione che 
va a sommarsi a quella data dal problema dei due corpi. Tale accelerazione perturbativa è la 
somma di due contributi: il termine a sinistra è detto effetto diretto, e rappresenta l’effetto del 
Sole direttamente sul satellite; quello a destra, invece, è chiamato effetto indiretto, ed esprime 
l’azione del Sole sulla Terra; questo significa che non appena la posizione della Terra 
cambia, l’accelerazione fa lo stesso di conseguenza. 
♦ Accelerazione a causa della Luna 
Procedendo con la stessa metodologia si arriva a calcolare l’accelerazione dovuta alla 
presenza della Luna; si ottiene: 
                          
( )
3 3 3
G m m r sat r r Lsat satL
r Gmsat L
r r r
sat satL L
 + ⊕⊕ ⊕ 
=− + −⊕   ⊕ ⊕ 

 

                         (3.45) 
e quindi 
                                           3 3
Luna r rsatL L
a Gmpert L
r r
satL L
 
⊕ 
= −
  ⊕ 
 

                                         (3.46) 
che rappresenta l’accelerazione di disturbo dovuta alla presenza della Luna. 
 
Nota: In questo processo, sia per il caso della Luna che per quello del Sole, è necessaria la 
conoscenza precisa delle distanze Terra-Sole e Terra-Luna, queste distanze variano ogni 
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volta che varia il tempo al quale l’integrazione numerica avviene, bisogna quindi effettuare 
un aggiornamento di tali espressioni per ogni intervallo di tempo. Queste distanze vengono 
ricavate direttamente dalle effemeridi del Sole e della Luna (vedi Appendice A). 
 
 
3.3. LUNA 
3.3.1 IL CAMPO GRAVITAZIONALE 
Analogamente a quanto fatto per la Terra, anche nel caso della Luna, si cerca un’espressione 
per il potenziale gravitazionale U che includa le perturbazioni a causa della non perfetta 
sfericità del corpo; da questa poi si andranno a ricavare le accelerazioni relative ai tre assi 
lunari e si andrà infine a sommare il loro contributo all’accelerazione imperturbata derivante 
dal problema di Keplero. 
 
LA FUNZIONE POTENZIALE 
 
Seguendo la linea guida adottata per la Terra, si ottiene la funzione potenziale U: 
( ) ( ) ( ){ }1 sin cos sin, , ,2 0
ll RLU P C m S ml m sat l m sat l m satr rl m
µ φ λ λ
 
∞    
= + + ∑ ∑      
= =    
   (3.47) 
dove 
♦  RL = raggio della Luna 
♦  Lµ µ= = parametro gravitazionale della Luna 
♦  r = distanza del satellite dal centro della Luna 
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♦  
satφ  = latitudine del satellite  
♦  
satλ  = longitudine del satellite   
♦  l = grado delle armoniche  
♦  m = ordine delle armoniche 
♦  
,
Cl m  e ,Sl m = coefficienti gravitazionali non normalizzati 
♦  sin( )
,
Pl m satφ =   = funzioni di Legendre associate 
Questa espressione descrive l’attrazione gravitazionale a causa dell’irregolarità della 
distribuzione di massa della Luna usando una funzione potenziale; si ricorda che, se il centro 
del sistema di coordinate coincide con il centro di massa del corpo, i coefficienti 1,0C , 1,1C , 
1,1S  sono pari a zero e 1,0S  risulta anch’esso zero per definizione.  
I coefficienti usati per la Luna sono stati tratti dal modello LP150Q. 
Le funzioni di Legendre associate possono essere così scritte:                                          
22 21
sin 1 sin sin 1
, 2 !
sin
m ll mdPl m gc gc gcl l ml d gc
φ φ φ
φ
+                = − −        +                    
  
  (3.48) 
oppure 
2 2
1 sin sin
,
sin
m
mdP Pl m gc l gcm
d gc
φ φ
φ
        = −                    
  
                 (3.49) 
Le relazioni tra i coefficienti non normalizzati e normalizzati sono le stesse usate per la 
Terra. 
,
, ,
S Sl m l m l m=Π                     , , ,C Cl m l m l m=Π                   
,
,
,
Pl mPl m
l m
=
Π
          (3.50) 
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1 se 0
2 se 0
k m
con
k m
= =

= ≠
                                                   (3.51) 
 
LE DERIVATE PARZIALI 
 
Le accelerazioni sono, anche in questo caso, 
                      
1 1
2 22 2 2
rU U Uka r ri i jr r r rr r r sat sati ji j
φ λ
   
 ∂ ∂ ∂ 
= − −   ∂ ∂ ∂  + +    
                          (3.52) 
                         
1 1
2 22 2 2
rU U Uka r rj j ir r r rr r r sat sati ji j
φ λ
   
 ∂ ∂ ∂ 
= − −   ∂ ∂ ∂  + +    
 
                                      
2 2
1
2
r ri jU U
a rk kr r r satφ
+∂ ∂
= +
∂ ∂
    
con l’aggiunta delle (3.52) per risolvere completamente il problema. 
( )
2 2
cos
r ri j
sat r
φ
+
=       ( )cos 2 2
ri
sat
r ri j
λ =
+
                            (3.53) 
                                          ( )sin rksat rφ =              ( )sin 2 2
rj
sat
r ri j
λ =
+
        
E’ importante ricordare che, nel caso della Luna, il sistema di riferimento usato non è più 
quello Geocentrico-Equatoriale ma si è scelto un principal axis-based, coordinate system, per 
questo le espressioni delle accelerazioni sopra indicate e le , ,i j ka a a , sono ancora valide ma 
sono riferite agli assi del nuovo sistema di riferimento lunare (vedi par. 2.5.2). 
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IL CAMPO GRAVITAZIONALE LUNARE 
 
Il campo gravitazionale della Luna è abbastanza diverso da quello della Terra: i coefficienti 
delle armoniche gravitazionali raccontano come differisce la forma del corpo cui si 
riferiscono, da quello di sfera perfetta. Se si vanno a confrontare i primi sei coefficienti 
gravitazionali dei due modelli mostrati in Tabella 7 (si ricorda che si è scelto come modello 
per la Terra l’EGM-96 mentre per la Luna il LP150Q,), si nota che il termine 2J  della Luna è 
circa un ordine di grandezza più piccolo rispetto a quello della Terra: questo significa che la 
Luna è molto meno schiacciata rispetto alla Terra. La maggiore differenza nel campo 
gravitazionale è comunque data dal fatto che la Luna non ha un termine predominante come 
invece avviene per la Terra: tra i coefficienti gravitazionali terrestri spicca un 2J  che è 
prevalente rispetto ai termini successivi minori; il valore del 2J  per la Luna è minore di 
quello per la Terra ma i termini consecutivi sono di ordini simili a questo. Come si vede, 6J  
e 7J  sono maggiori di 3J  e 4J . Dal momento che i primi sei termini del campo 
gravitazionale lunare sono tutti all’incirca dello stesso ordine di grandezza, per avere una 
stima precisa della accelerazioni, dobbiamo inserirli tutti nel calcolo; in questo caso non è 
possibile lavorare con una soluzione approssimata che includa solamente 2J  come si poteva 
fare nel caso della Terra. 
 
 EARTH  EGM-96 MOON  LP150Q 
2J  1.0826E-03 9.0901E-05 
3J  -2.5326E-06 3.2030E-06 
4J  -1.6196E-06 -3.2140E-06 
5J  -2.2729E-07 2.2100E-07 
6J  5.4068E-07 -3.7647E-06 
7J  -3.5235E-07 -5.6133E-06 
Tabella 7: Parametri gravitazionali a confronto 
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Il modello gravitazionale scelto per la Luna, LP150Q, è un modello che include coefficienti 
fino all’ordine/grado 150 (Rif.[5]): questo modello è stato sviluppato usando tutti i dati 
disponibili provenienti delle precedenti missioni lunari incluso i dati di: Lunar Orbiter, 
Apollo 15, Apollo 16, Clementine e Lunar Prospector. I dati della missione Lunar Prospector 
contengono tutte le rilevazioni fatte durante la prima missione (durata circa un anno) alla 
quota di 100 km e tutte le rilevazioni fatte nelle missioni successive rispettivamente di durata 
pari a un mese a quota 40 km e sei mesi a quota 30 km. 
In Appendice C si possono trovare alcuni dei valori dei coefficienti normalizzati (un subset di 
8x8) del modello Lp150Q e l’indirizzo presso cui si possono trovare tutti i dati del modello. 
Di seguito si riportano i parametri vincolanti di tale modello lunare. 
 
Parametro Valore Unità 
Raggio della Luna, RL  1738.0 km 
Massa della Luna, LM  7.34839742·10
22
 kg 
LGM  4902.801076·105 km3/s2 
Tabella 8: Parametri vincolanti del modello LP150Q 
La Figura 18 mostra il geoide lunare relativo ai dati provenienti dal modello gravitazionale 
LP150Q: esso mostra chiaramente le zone che hanno la componente lunga della lunghezza 
d’onda del campo gravitazionale. Queste zone sono visibili nel geoide della Luna sia nel lato 
di dietro (a sinistra nella figura) che nel lato davanti (a destra nella figura). E’ da notare che 
ci sono comunque grandi incertezze nel rappresentare il valore delle armoniche per 
ordini/gradi superiori al 20 sul lato posteriore della Luna. 
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Figura 18: Il geoide Luna secondo il modello LP150Q 
3.3.2 LA RESISTENZA ATMOSFERICA 
La più importante differenza tra la Terra e la Luna sta, forse, nel fatto che la Luna non ha 
atmosfera. Due sono le maggiori conseguenze: 1) il satellite può orbitare anche a basse 
altitudini senza avere le tipiche ripercussioni sul moto dovute alla presenza dell’atmosfera, 
ciò che vincola la quota minima alla quale il satellite può volare, sono solo le alte regioni 
montuose sulle quali questo potrebbe impattare; 2) non si deve tenere conto nello studio del 
moto per satellite in orbite basse, del continuo ridursi della traiettoria a causa della presenza 
dell’atmosfera. 
In realtà, di fatto, la Luna possiede una tenue atmosfera i cui gas sono dispersi nello spazio; 
la densità dell’atmosfera intorno alla Luna è circa 14 ordini di grandezza minore di quella 
intorno alla Terra. Sebbene difficili da rilevare, i costituenti primari dell’atmosfera lunare 
sono: Neon (20Ne), Elio (He), Idrogeno (H2) e Argon (40Ar), rispettivamente in ordine di 
quantità presenti; si riscontrano, comunque, anche tracce di altri gas. Si ritiene che 
l’atmosfera lunare sia in gran parte composta da particelle portate dal vento solare e atomi 
provenienti dall’impatto di meteoriti e di satelliti sulle rocce e sul suolo. L’Argon, per contro, 
Cap.3 Le perturbazioni orbitali 
___________________________________________________________________________ 
54 
 
è prodotto dal decadimento radioattivo del Potassio (40K) presente nell’interno della Luna 
(Rif.[5]).  
3.3.3 LA PRESSIONE DI RADIAZIONE SOLARE 
Le accelerazioni dovute alla pressione di radiazione solare si ricavano nella stessa maniera 
anche nel caso in cui l’attrattore sia la Luna. La forza di radiazione solare ha la stessa 
espressione di quella ottenuta per la Terra. Ne deriva 
F p C A rSR satSSR R S=−
 
                                             (3.54) 
L’accelerazione di radiazione solare ha la già nota forma 
F p C ASR SR RaSR m m
= =                                                (3.55) 
Infine si ricava 
p C ArsatSSR RaSR
m rsatS
=−


                                               (3.56) 
in cui il vettore rsatS

 rappresenta il vettore che va dal Sole al satellite. 
 
 
3.3.4 IL TERZO CORPO 
Anche in questo caso, il ragionamento procede in maniera analoga a quanto fatto per la Terra 
con la differenza che il corpo principale adesso è rappresentato dalla Luna e i corpi che 
interagiscono con essa sono la Terra e il Sole.  
La somma delle forze agenti sulla Luna risulta essere 
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..
3 3
Gm m r Gm m rLsat LSM sat S LF m rLgm L
r rLsat LS
= = +∑
 
 
                          (3.57) 
mentre quelle agenti sul satellite si possono scrivere come 
..
3 3
Gm m r Gm m rLsat SsatL sat S satF m rsatgsat sat
r rLsat Ssat
= =− −∑
 
 
                     (3.58) 
Si nota che, in quest’ultima relazione, entrambe le forze sono negative in quanto agiscono in 
direzione opposta al vettore che va dalla Luna verso il satellite. 
 
ACCELERAZIONI DOVUTE AL TERZO CORPO 
 
Andiamo a derivare le espressioni delle accelerazioni dovute all’interazione con un terzo 
corpo; in questo caso il terzo corpo è rappresentato dal Sole e dalla Terra. 
♦ Accelerazioni a causa del Sole 
Usando r rsatS Ssat=−
 
, il risultato finale si scrive: 
( )..
3 3 3
G m m rLsat r rL sat satS LS
r GmMsat S
r r rLsat satS LS
 +
 
=− + −
  
 

 

                       (3.59) 
Il secondo termine 
3 3
Sole r rsatS LS
a Gmpert S
r r
satS LS
 
 
= −
  
 
 

                                             (3.60) 
rappresenta l’accelerazione a causa della presenza del Sole. 
♦ Accelerazioni a causa della Terra 
Si ottiene 
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( )
3 3 3
G m m rLsat r rL sat sat L
r GmLsat
r r rLsat sat L
 + ⊕ ⊕ 
=− + −⊕  ⊕ ⊕ 

 

                        (3.61) 
e quindi 
3 3
Terra r rsat L
a Gmpert
r r
sat L
 
⊕ ⊕ 
= −⊕  ⊕ ⊕ 
 

                                                (3.62) 
rappresenta l’accelerazione dovuta alla presenza della Terra. 
 
Cap.4 Il propagatore 
___________________________________________________________________________ 
57 
 
4. IL PROPAGATORE 
4.1. INTRODUZIONE 
La predizione della traiettoria seguita da un satellite perturbato risulta molto complessa e, di 
solito, viene eseguita con software opportuni detti propagatori. Partendo dalle condizioni 
iniziali, essi sono in grado di fornire la posizione e la velocità del satellite in ogni istante, 
tenendo conto anche di eventuali forze perturbatrici. 
Per rendere realizzabile un’analisi efficiente e accurata di tutte le orbite possibili, nel presente 
lavoro è stato implementato, in linguaggio Matlab7, un propagatore che offre molte soluzioni 
di scelta quali: 
♦ il corpo principale attorno a cui vogliamo che il satellite orbiti (da scegliere tra Terra 
o Luna) 
♦ il numero (grado/ordine) delle armoniche gravitazionali che vogliamo includere nel 
modello; 
♦ l’inserimento di una o più forze di disturbo già citate; 
♦ la rappresentazione del corpo con simmetria sferica o senza simmetria. 
4.2. IL FUNZIONAMENTO 
Il simulatore funziona seguendo questi passi: 
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♦ si immettono il giorno, il mese, l’anno e l’ora di inizio missione; si trasforma il tutto 
in data Giuliana; in base all’anno di partenza sarà considerata un’attività solare 
media, massima o minima.; 
♦ si sceglie il corpo principale (Terra o Luna) e si caricano le costanti fisiche relative a 
tale corpo; 
♦ si va a definire la forma e l’orientamento dell’orbita inserendo i sei parametri orbitali 
(al posto del semiasse maggiore viene richiesta la quota); tali parametri servono a 
definire le orbite di partenza attorno alla Terra o alla Luna; 
♦ si trasformano i sei parametri orbitali nel vettore posizione e velocità iniziale nel 
sistema di riferimento Geocentrico-Equatoriale tramite  
( )
cos
, , sin
1 cos
0
x
p Ty ROT i
e
z
υ
ω υ
υ
   
    = Ω    +
      
                                     (4.1) 
             con                                                                                                               
     ( )
Ω ω Ω ω Ω ω Ω ω Ω
Ω ω Ω ω Ω ω Ω ω Ω ω Ω
ω ω
− − − 
   = + − + −   
  
cos cos sin sin cosi cos sin sin cos cosi sin sini
T
ROT i, , sin cos cos sin cosi sin sin cos scos cosi cos sini
sin sini cos sini cosi
       (4.2) 
            nel caso della Luna si dovrà fare un’ulteriore rotazione che porterà a trovare  
            l’orientamento degli assi nel sistema principal axis-based. 
♦ si decide la durata della simulazione (in giorni); 
♦ si sceglie se usare una simmetria sferica o nessuna simmetria per il corpo selezionato; 
♦ si va ad inserire il numero del grado/ordine delle armoniche che vogliamo includere 
nel calcolo; 
♦ si caricano le caratteristiche del satellite (i dati sono immessi dall’esterno) e i 
coefficienti del modello gravitazionale scelto; 
♦ si va a scegliere il tipo di modello da usare per il calcolo della resistenza atmosferica 
(tra il modello esponenziale, il MSIS-86 e il J71); 
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♦ si convertono tutti i dati in entrata in unità canoniche; 
♦ si procede all’integrazione dell’equazione di moto, espressa nella formulazione di 
Cowell  
..
3r r a p
r
µ
+ =
  
                                                     (4.3) 
             andando ad ottenere come uscite  le componenti  del vettore velocità  e posizione  ad 
            ogni istante; 
♦ si vanno a ricavare dal vettore velocità e posizione della traiettoria perturbata, istante 
per istante, gli elementi orbitali classici ottenendo così il loro andamento temporale; 
♦ si grafica la traiettoria perturbata. 
4.3. SCHEMA A BLOCCHI DELL’ALGORITMO 
                      
Si prenda, ad esempio, attrattore = Terra.  
Nella schematizzazione sotto riportata si mostra lo schema logico che segue l’algoritmo nel 
caso in cui si scelga la Terra; in caso contrario il percorso è lo stesso ma deve essere aggiunta 
la parte in rosso.  
 
Attrattore ? 
Terra 
Luna 
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Da esterno 
costanti 
Data inizio missione  
Intervallo di integrazione 
Tipo di simmetria 
Numero di armoniche  
Modello di atmosfera 
Caratteristiche satellite 
Parametri orbitali 
Raggio 
Massa 
lunaterra,,sole µµµ  
AU 
ecc.. 
Matrice  
rotazione 
    X0, V0 
             ODE45 
X_fin, V_fin 
a_fin, e_fin, i_fin, ω_fin, ע_fin, Ω_fin 
Rotazione da assi 
Terra ad assi Luna 
a_schiacc 
a_3corpo 
a_resist 
a_press 
Cap.4 Il propagatore 
___________________________________________________________________________ 
61 
 
4.4. OSSERVAZIONI 
4.4.1 DATA DI INIZIO MISSIONE 
La data di inizio missione deve essere inserita in giorno, mese, anno (gg/mm/aaaa) e deve 
essere completata con l’ora di inizio missione in minuti e secondi (mm/ss). Da questa si 
passerà a calcolare la rispettiva data Giuliana (vedi 7.1). 
                             
Si noti che l’anno di inizio missione determina l’attività solare corrente; immettendo il 2007, 
ad esempio, l’attività solare sarà considerata minima, con il 2004 avremo un’attività solare 
massima mentre con il 2006 avremo un’attività solare media.  
           
4.4.2 INTERVALLO DI INTEGRAZIONE 
L’intervallo di integrazione, richiesto in giorni, ci fornisce la durata della simulazione ovvero 
il tempo in cui il satellite resterà in orbita. 
gg/mm/aaa 
mm/ss 
Data giuliana 
Anno inizio  
  missione 
Attività solare 
media 
Attività solare             
massima 
Attività solare 
minima 
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4.4.3 TIPO DI SIMMETRIA 
Il corpo principale può essere trattato come un corpo a simmetria sferica o senza simmetria, 
nel primo caso si andranno a caricare solo i coefficienti delle armoniche zonali, ovvero le Jl , 
mentre nel secondo caso si andranno a caricare sia i coefficienti delle armoniche settoriali 
che tesserali, ovvero i ,Cl m  e i ,Sl m . 
                  
      Si ricorda che i Jl  vengono ricavati dalla relazione ,0J Cl l=−  
Si va di seguito a riportare l’andamento del potenziale gravitazionale nel caso il corpo sia 
assunto a simmetria sferica o privo di simmetria, prima nel caso della Terra poi nel caso della 
Luna. 
La Figura 19 mostra l’andamento del potenziale sia nel caso simmetrico che nel caso non 
simmetrico in riferimento alla Terra: le due linee sono molto vicine tra loro ma non 
coincidono; la Figura 20 mostra un ingrandimento della precedente, si nota come il valore nel 
caso non simmetrico sia minore di quello nel caso simmetrico.  
Corpo con 
Simmetria? 
Si 
No 
Carico tutti 
       i J l  
Carico tutti i ,Sl m  e  
  gli ,Cl m  
Produttoria 
       
,l mΠ    
  
.
Sl m  e .Cl m       lJ  
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Figura 19: Andamento potenziale caso simmetrico e non Terra 
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Figura 20: Ingrandimento potenziale simmetrico e non Terra 
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Stessa cosa nel caso della Luna. La Figura 21 mostra l’andamento del potenziale sia nel caso 
simmetrico che nel caso non simmetrico; la Figura 22 mostra un ingrandimento della 
precedente, si nota come il valore nel caso non simmetrico sia minore di quello nel caso 
simmetrico. 
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Figura 21: Andamento potenziale caso simmetrico e non Luna 
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Figura 22: Ingrandimento potenziale simmetrico e non Luna 
4.4.4 NUMERO DI ARMONICHE 
In ingresso è possibile scegliere il numero di armoniche da inserire nel calcolo del 
potenziale. Durante i primi mesi di lavoro, lo scopo è stato quello di costruire un propagatore 
che includesse, nel calcolo delle accelerazioni di perturbazione dovute allo schiacciamento 
dei poli, tutti i coefficienti gravitazionali che il modello scelto ci forniva, quindi 360 per la 
Terra e 150 per la Luna. Per prima cosa si è dovuto trasformare i coefficienti gravitazionali a 
disposizione, nella forma non normalizzata, questo perché essi ci sono stati forniti in forma 
normalizzata. Per fare ciò si è dovuto ricorrere all’uso della produttoria 
,l mΠ , già descritta 
nel par. 3.2.1. Proprio nel calcolare quest’ultima si è riscontrato un primo problema: come si 
vede dalla formula, ( )( ) ( )
!
, ! 2 1
l m
l m l m k l
+
Π =
− +
, al crescere del grado/ordine (l, m) della 
armoniche, la produttoria tende ad incrementare il proprio valore fino a raggiungere livelli 
molto alti. Il Matlab7 riesce a gestire numeri il cui valore sia al massimo pari a 1.7976e+308, 
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se viene digitato, invece, il numero 1.7976e+308, esso lo porrà uguale a infinito andando ad 
inserire nel riquadro value il termine inf ( ∞ ). Quando l ed m raggiungono un valore pari a 
86, la produttoria assume valore infinito, questo costituisce un primo vincolo sulla scelta del 
grado/ordine delle armoniche da includere nel propagatore. 
Inoltre, nel calcolare i coefficienti non normalizzati 
,
Cl m  e ,Sl m , la produttoria compare al 
denominatore di conseguenza, quando il suo valore risulta pari a ∞ , si trova come risultato 
un valore dei coefficienti non normalizzati ,Cl m  e ,Sl m  pari a zero; ciò in realtà non è 
esattamente vero: il numero in uscita sarà molto vicino allo zero ma non uguale perché il 
valore della produttoria non era effettivamente infinito. Questo è un limite del programma 
che si sta utilizzando e porta ad un secondo vincolo; il problema si pone per la prima volta 
quando si arriva al grado 100 e all’ordine 73; si sceglie quindi come limite massimo dei 
coefficienti da includere, il grado/ordine 70. 
Un ulteriore problema nasce quando si vanno a sommare i vari coefficienti (già non 
normalizzati) tra loro tramite due sommatorie, per ottenere le accelerazioni di perturbazione o 
il potenziale totale; prendiamo il caso della Terra: i coefficienti di grado 2 hanno come ordine 
di grandezza 310−  mentre già alla decima armonica si arriva a 1510− , questo divario 
comporta dei problemi a livello di calcolo. Il Matlab7, come tutti i programmi che lavorano 
in precisione fissa, può gestire i numeri usando al massimo una doppia precisione, vale a dire 
che può arrivare a scrivere pi  come 3.14159265358979 (ovvero può scrivere un numero al 
massimo con 15 cifre se scegliamo il format long). Succede quindi che, quando i numeri da 
sommare tra loro vanno a modificare solo la 16 cifra del totale, il programma non riesce più a 
cambiare quest’ultimo e quindi diventa inutile proseguire nel calcolo, (facciamo un esempio: 
3 23 33 10 2 10 3000 3 10−⋅ + ⋅ = = ⋅ , il risultato non cambia). Questo, nel nostro caso, succede 
per un ordine/grado intorno al 25°, a seconda dell’orbita che andiamo a selezionare. Si è 
ritenuto opportuno, quindi, arrestare il calcolo a tale ordine di coefficienti gravitazionali 
ponendo come grado massimo il 30° per cautela. 
Prima di arrivare a tale conclusione, su questo problema è stato speso molto tempo. Per 
prima cosa si è provato a cercare un procedimento grazie al quale il Matlab7 avrebbe potuto 
portare avanti numeri con più di 16 cifre (formato “format long”).Il software, fra i suoi 
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impieghi, include la possibilità di utilizzare delle routine appartenenti al programma Maple, 
che lavora e gestisce numeri di tipo simbolico. Quest’ultimi sono percepiti come stringhe e 
letti come un solo input: in questo modo, con un’opportuna sintassi, è stato possibile scrivere 
il simbolo pi  col numero di cifre desiderate. Tuttavia, l’impiego della classe sym  ha i suoi 
limiti: essa permette l’utilizzo delle quattro operazioni di base (somma, sottrazione, 
moltiplicazione, divisione) tra numeri della stessa classe ma impedisce di usare con la stessa, 
funzioni numeriche come la ode. Questo deriva dal fatto che tale programma lavora usando 
un metodo di risoluzione numerico e quindi richiede in ingresso variabili nei formati long o 
short. Questa strada non poteva quindi essere percorribile. 
Il tentativo successivo è stato quello di far risolvere l’equazione differenziale direttamente al 
programma Maple. Lo scopo era ottenere una soluzione in forma simbolica dove poter 
inserire numeri della stessa specie; anche questo tentativo non ha dato buon esito: il 
programma ha girato per 48 ore su un processore da 3.0Ghz senza dare nessun risultato: è 
stata la conferma che questo tipo di equazione differenziale si potesse risolvere solo per via 
numerica. Un’altra possibile soluzione poteva consistere nel cambiare programma su cui 
lavorare: si sono passati in rassegna il Phyton, il Fortran, il C++ ma con nessuno di questi è 
permesso lavorare con un formato diverso da quello usato dal Matlab7. 
Una possibile soluzione sembra fornita dall’uso del programma Matematica: esso lavora sia 
in simbolico che in numerico e tra le sue funzioni include l’opportunità di risolvere 
un’equazione numerica con numeri di molte cifre; limiti di tempo non ci hanno permesso di 
verificare la funzionalità di tale software in quanto implicava il dovere imparare da zero un 
nuovo linguaggio di programmazione. 
 
Un ultimo punto su cui posare l’attenzione è il tempo di calcolo che il propagatore richiede; 
andando ad includere tutti i coefficienti gravitazionali esso aumenterebbe di molto; la 
letteratura e i grafici che seguono mostrano come si commetta un piccolissimo errore nel 
trascurare termini di ordine alto; in termini di tempo computazionale se ne trae invece un 
grande vantaggio. 
 
Si va di seguito a riportare l’andamento del potenziale gravitazionale, usando 6 subsets di 
coefficienti, prima per la Terra e poi per la Luna. 
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In Figura 23, dove è mostrato l’andamento del potenziale per la Terra, è visibile una sola 
linea verde perché le altre sono talmente vicine da non essere distinguibili senza un 
ingrandimento, il potenziale gravitazionale parte da un valore all’incirca di 62 (km/s)2 in 
corrispondenza di una quota di 0 km e poi decresce rapidamente fino al valore di circa 18 
(km/s)2 in corrispondenza del valore di quota pari a 15000 km, da questo punto in poi assume 
un andamento più lineare nell’arrivare sino alla quota di 35000 km. La Figura 24 mostra un 
primo ingrandimento della precedente: si nota come il valore assunto dal potenziale calcolato 
con soltanto 5 coefficienti gravitazionali sia abbastanza diverso da quello calcolato con più 
coefficienti; se ne deduce che arrestandoci a considerare 5 coefficienti gravitazionali 
perderemmo l’accuratezza richiesta. La Figura 25 mostra un ulteriore ingrandimento della 
figura precedente: si nota come il valore del potenziale gravitazionale oscilli intorno al valore 
di 54.852018 ad una quota circa di 889.455 km, con un massimo assunto considerando 25 
coefficienti e un minimo considerandone 15; andando ad includere 30 coefficienti, come nel 
presente lavoro, si andrà ad assumere un valore medio. 
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Figura 23: Il potenziale gravitazionale terrestre al variare della quota 
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Figura 24: Ingrandimento_1 
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Figura 25: Ingrandimento_2 
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Stessa cosa per la Luna, la Figura 26 mostra come il valore del potenziale gravitazionale 
calcolato con diversi subsets di coefficienti sia molto simile, esso parte da 2.8 (km/s)2 in 
corrispondenza di un valore di quota pari a zero per arrivare in maniera più graduale ad un 
valore di 1.8 (km/s)2 in corrispondenza di un valore di quota ari a 1000 km. La Figura 27 
mostra un ingrandimento della figura precedente: si noti come anche in questo caso il valore 
del potenziale gravitazionale vari da un minimo, trovato usando 15 coefficienti 
gravitazionali, ad un massimo, trovato usando 5 coefficienti gravitazionali; la scelta di 
includere 30 coefficienti, anche in questo caso, fornisce un valore intermedio. 
La Figura 28, infine, mette a confronto il potenziale gravitazionale della Terra con quello 
della Luna: si riscontra una notevole differenza tra i due valori giustificata dalla diversa 
massa che hannoi due corpi. 
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Figura 26: Potenziale gravitazionale lunare 
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Figura 27: Ingrandimento 
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Figura 28: Potenziale gravitazionale a confronto 
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Si riportano i valori del potenziale gravitazionale a quota h=0 e a h=35000 km 
rispettivamente per i vari subsets della Terra e della Luna 
 
TERRA h=0 km h=35000 km 
U  5x5    [(km/s)2] 62.50324547454716 9.63314791439633 
U 10x10 [(km/s)2] 62.50333608013792 9.63314791459642 
U 15x15 [(km/s)2] 62.50333689937624 9.63314791459642 
U 20x20 [(km/s)2] 62.50334345225949 9.63314791459642 
U 25x25 [(km/s)2] 62.50334721971281 9.63314791459642 
U 30x30 [(km/s)2] 62.50333268896738 9.63314791459642 
Tabella 9: Valori del potenziale gravitazionale terrestre a quote diverse 
 
LUNA h=0 km h=35000 km 
U  5x5    [(km/s)2] 2.82104925382784 1.79067792154039 
U 10x10 [(km/s)2] 2.82104063521703 1.79067901718987 
U 15x15 [(km/s)2] 2.82095667182786 1.79067872387266 
U 20x20 [(km/s)2] 2.82101271302944 1.79067873734193 
U 25x25 [(km/s)2] 2.82101219984332 1.79067873781449 
U 30x30 [(km/s)2] 2.82102595832501 1.79067873786433 
Tabella 10: Valori del potenziale gravitazionale lunare a quote diverse 
4.4.5 SCELTA DEL MODELLO DI ATMOSFERA 
Dall’esterno è possibile anche scegliere il tipo di modello di atmosfera che si vuole 
introdurre: l’esponenziale, il MSIS-86 o il J71. 
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Si riportano i valori della densità al variare del modello di atmosfera e dell’attività solare. 
 
DENSITA’ [kg/m3],                     Modello Jacchia71 
 Att. Solare Att. Solare Att. Solare massima 
H=100 km 5.4947·10-7 5.4119·10-7 5.3516·10-7 
H=500 km 5.5827·10-14 8.4778·10-13 4.1987·10-12 
H=1000 km 1.0418·10-16 3.4865·10-15 3.1547·10-14 
Tabella 11: Valori della densità con il modello Jacchia 71 
Dalla Tabella 11 si vede che il valore della densità decresce al crescere della quota (a parità 
di attività solare, quindi esaminando una stessa colonna) e all’aumentare dell’attività solare 
(a parità di quota, quindi esaminando una stessa riga). 
 
DENSITA’ [kg/m3],                     Modello MSIS-86 
 Att. Solare minima Att. Solare Att. Solare 
H=100 km 5.7700·10-7 5.0800·10-7 2.7800·10-7 
H=500 km 6.0300·10-14 7.3000·10-13 1.7000·10-11 
H=1000 km 0 0 0 
Tabella 12: Valori della densità con il modello MSIS-86 
Dall’analisi della Tabella 12 si ottengono le stesse considerazioni fatte precedentemente. 
 
DENSITA’ [kg/m3],   Modello Esponenziale 
H=100 km 5.297·10-7 
H=500 km 6.967·10-13 
H=1000 km 3.019·10-15 
Tabella 13: Valori della densità con il modello esponenziale 
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Il modello esponenziale non tiene conto dell’attività solare; in Tabella 13 si vede come il 
valore della densità diminuisce al crescere della quota di volo.  
4.4.6 CARATTERISTICHE DEL SATELLITE 
Delle caratteristiche del satellite fanno parte: 1) l’area della superficie frontale minima per il 
calcolo della resistenza atmosferica (Afm); 2) l’area della superficie esposta per il calcolo 
della pressione di radiazione solare (As); 3) la massa del satellite; 4) il coefficiente di 
riflessività (da scegliere in base al tipo do materiale usato); 5) il coefficiente di resistenza (di 
solito posto uguale a 2.2) . 
                   
4.4.7 PARAMETRI ORBITALI 
Per spiegazioni dettagliate sui parametri orbitali si veda il par. 2.6. Qui ricordiamo 
solamente che da quest’ultimi, tramite una matrice di rotazione, si può ricavare sia il vettore 
velocità iniziale che il vettore posizione iniziale in un sistema di riferimento Geocentrico-
Equatoriale; nel caso della Luna invece, occorrerà fare un’ulteriore rotazione degli assi per 
trovare le componenti del vettore velocità e posizione nel sistema di riferimento lunare. 
Caratteristiche satellite 
Cr 
Afm 
massa 
As 
Cd 
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4.4.8 INTEGRATORE NUMERICO 
Altro aspetto da mettere in evidenza è la scelta dell’integratore numerico. 
Gli integratori numerici sono algoritmi che risolvono equazioni del tipo 
( )' 1, , ,...,nd y nf t y y yndt −=                                                (4.4) 
date le condizioni iniziali ( )( ),0 0t y t  e che calcolano i valori approssimati della variabile 
( )y t  per ogni valore di t. Le equazioni espresse nella forma sopra citata, sono chiamate 
equazioni differenziali ordinarie di grado n; se n è uguale a 1 allora l’equazione è chiamata di 
primo grado. Nel propagatore dobbiamo risolvere l’equazione del moto del satellite nella 
forma 
..
3r r a p
r
µ
+ =
  
                                                       (4.5) 
che rappresenta un’equazione differenziale di secondo grado. 
Gli integratori che risolvono equazioni differenziali di secondo grado sono chiamati double-
integration  mentre quelli che risolvono equazioni differenziali di primo grado sono chiamati 
single-integration. 
Tra gli integratori che il Matlab7 propone, due sono le soluzioni più adatte allo studio 
condotto: la ode45 e la ode113. La ode45 risolve problemi del tipo “non stiff” con un ordine 
di accuratezza medio; essa viene usata nella maggior parte dei casi e fornisce spesso dei 
buoni risultati. La ode113 risolve anch’essa problemi del tipo “non stiff” con un ordine di 
accuratezza che va da basso ad alto a seconda dei casi; essa è usata per problemi in cui si 
richiedono errori di tolleranza ridotti o per risolvere problemi computazionalmente laboriosi. 
La ode45 è basata sul metodo esplicito di Range-Kutta del 4-5 ordine (preciso e robusto ma 
lento) mentre la ode113 si basa sul metodo di risoluzione di Adams-Bashforth-Moulton 
(preciso e veloce ma che può incorrere in problemi di instabilità). 
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La Figura 29 mostra un’orbita geostazionaria della durata di un giorno; la linea rossa 
rappresenta la soluzione calcolata con la ode45 mentre la linea blu quella calcolata con la 
ode113: sembra che le due linee coincidano ma se ne facciamo un ingrandimento, vedi 
Figura 30, si nota come le due linee differiscono tra loro di poco. Nel nostro caso, non 
ponendosi problemi di tempo, si è deciso di prediligere l’accuratezza, la scelta è caduta 
quindi sull’uso della ode45. 
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Figura 29: Orbita calcolata con diversi integratori 
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Figura 30: Ingrandimento traiettoria 
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La figura di sopra, evidenzia come la riga rossa, ottenuta usando la ode45, approssimi meglio 
ad una circonferenza la traiettoria del satellite; la linea blu, ottenuta usando la ode113, risulta 
essere molto più spigolosa e discontinua. 
 
Di seguito riportiamo i valori della posizione e della velocità per due diversi tipi di orbite, 
una Geo ed una Leo, dopo 3 periodi di integrazione, ottenuti con i 2 solutori sopra citati. 
 
  LEO GEO 
ODE45 Posizione [km] 6.658823202843435·106 4.216410714903101·107 
ODE113 Posizione [km] 6.658831561045915·106 4.216410714904609·107 
ODE45 Velocità [km/s] 7.748088694278078·103 3.074657364975515·103 
ODE113 Velocità [km/s] 7.748081757895396·103 3.074657364974223·103 
Tabella 14: Confronto tra posizioni e velocità ottenute con due diverse ode 
In aggiunta può essere usata la ode87, che non è inclusa nel pacchetto del Matlab7, ma che è 
reperibile in rete sul sito della Matlab stessa; questo tipo di ode è basata sul metodo esplicito 
di Range-Kutta del 7-8 ordine. 
-6
-4
-2
0
2
4
6
-6-4
-20
24
6
-1
0
1
 
x [DUe]
Traiettoria satellite
z [DUe]
 
ode87
ode45
 
Cap.4 Il propagatore 
___________________________________________________________________________ 
79 
 
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-6
-4
-2
0
2
4
6
 
x [DUe]
Traiettoria del satellie
 
y 
[D
Ue
]
ode87
ode45
 
Figura 31: Orbita calcolata con diversi tipi di integratori_2 
 
La Figura 31 mostra ancora la stessa orbita geostazionaria della durata di un giorno; la linea 
rossa rappresenta la soluzione calcolata con la ode45 mentre la linea blu quella calcolata con 
la ode87: anche in questo caso la risoluzione migliore è data dall’utilizzo della ode45. 
 
L’uso di un integratore numerico più preciso porta sicuramente a risultati più accurati. Per 
orbite ellittiche, (Rif.[13]) integratori che usano step fissi risultano essere meno efficienti 
rispetto a quelli che usano step variabili; questo perché nelle vicinanze dell’apogeo, devono 
essere usato un numero di passi maggiore per ottenere un’ accuratezza pari a quella 
assicurata al perigeo. Un metodo per incrementare l’efficienza degli integratori per orbite 
ellittiche, è cambiare la variabile indipendente usando la trasformazione di Sundman. Si 
parlerà di s-integration nel caso in cui si faccia uso di questa nuova variabile indipendente 
nell’integrazione, si parlerà di t-integration  se la variabile indipendente usata risulta essere il 
tempo. 
Test condotti sulla velocità e sull’accuratezza di vari integratori, mostrano come metodi che 
usano step variabili siano migliori rispetto a quelli che usano step fissi nel caso di orbite 
Cap.4 Il propagatore 
___________________________________________________________________________ 
80 
 
ellittiche. Il metodo di Stormer-Cowell a step variabile, messo a confronto con il metodo di 
Shampine-Gordon, risulta essere più veloce del precedente ma più lento rispetto ad un s-
integration; inoltre è vantaggioso rispetto al s-integration, a quote del perigeo basse. Infine, 
l’s-integration è più efficace rispetto al t-integration per valori dell’eccentricità intorno a 
0.15 mentre il metodo di Shampine-Gordon risulta essere più efficiente rispetto a t-
integration per valori dell’eccentricità superiori a 0.6. 
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5. RISULTATI 
5.1. INTRODUZIONE 
Dopo aver eseguito un’analisi approfondita e dettagliata dei modelli matematici che 
descrivono i vari effetti perturbativi e del funzionamento del propagatore, si vanno a 
illustrare i risultati che ne conseguono.  
5.2. VARIAZIONI PARAMETRI ORBITALI TERRA 
Data un’orbita con le caratteristiche di Tabella 15, si vanno a mostrare le variazioni dei 
parametri orbitali dovute alle singole accelerazioni di disturbo per una simulazione della 
durata di tre giorni. 
 
Data partenza 15/01/2008  00:00:00 
h=400 km e=0.03 υ =45° 
i=45° Ω =150° ω =300° 
Tabella 15: Dati iniziali orbita Terra 
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♦ RESISTENZA ATMOSFERICA  
La resistenza atmosferica ha un effetto secolare sull’orbita; sottraendo energia al satellite, 
essa tende a diminuire il valore del semiasse maggiore e dell’eccentricità dell’orbita. La 
Figura 32, la Figura 33 e la Figura 34, mostrano la variazione dei parametri orbitali a causa 
del solo effetto dell’atmosfera. Si tralascia l’andamento dell’anomalia vera in quanto essa 
varia continuamente tra 0° e 360° in tutti i casi esaminati.  
La prima figura mostra l’andamento dell’argomento del perigeo. La seconda figura mostra 
l’eccentricità: in tutti e tre i casi essa tende a diminuire; con il primo modello di atmosfera si 
raggiunge il valore finale di 0.0279, con il secondo il valore di 0.03 e con il terzo il valore di 
0.0287. Nella terza e nella quarta figura si vede come l’inclinazione e l’ascensione retta del 
nodo ascendente rimangono costanti nel tempo. La quinta figura mostra, infine, la 
diminuzione del semiasse maggiore: nel primo caso si arriva ad un valore finale di 67619 km, 
nel secondo ad un valore finale di 67780 km, nel terzo ad un valore finale di 67682 km. Nel 
complesso, i tre modelli, ci forniscono risultati abbastanza simili tra loro. 
La Tabella 16 mostra i valori finali degli elementi orbitali a fine simulazione. 
 
 Caso 1 Caso 2 Caso 3 
Argomento perigeo 299.976° 300.0002° 299.9988° 
Eccentricità 0.0279 0.03 0.0287 
Inclinazione 45° 45° 45° 
Ascensione retta 150° 150° 150° 
Semiasse maggiore 67619 km 67780 km 67682 km 
Tabella 16: Valori finali parametri orbitali a confronto 
Si noti come i risultati siano in accordo con la teoria (vedi Rif.[4]). L’andamento di .a  e di .e  
rispecchia il fatto che il semiasse maggiore tenda a diminuire, quindi 0dadt ≺ , e che su orbite 
ellittiche valga 0dedt ≺ . 
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MODELLO ESPONENZIALE 
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Figura 32: Variazione elementi orbitali causa resistenza atmosferica caso 1 Terra 
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MODELLO JACCHIA-71 
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Figura 33: Variazione elementi orbitali causa resistenza atmosferica caso 2 Terra 
 
 
Cap.5 Risultati 
___________________________________________________________________________ 
85 
 
MODELLO MSIS-86 
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Figura 34: Variazione elementi orbitali causa resistenza atmosferica caso 3 Terra 
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♦ SCHIACCIAMENTO DEI POLI 
Il potenziale generato dalla non perfetta sfericità della Terra causa variazioni periodiche in 
tutti gli elementi orbitali. Gli effetti dominanti sono costituiti, comunque, dalle variazioni 
secolari del nodo ascendente e dell’argomento del perigeo, come si può vedere dalla Figura 
35.  
La prima immagine di tale figura,  mostra come l’argomento del perigeo tenda a crescere, la 
seconda una variazione oscillante del valore dell’eccentricità, nella terza si può vedere come 
l’inclinazione tenda a diminuire lentamente, nella quarta si nota una più marcata diminuzione 
dell’ascensione retta del nodo ascendente e ,infine, nell’ultima si vede come il semiasse 
maggiore tenda a diminuire molto lentamente. 
Si noti come i risultati siano in accordo con la teoria (vedi Rif.[4]). L’andamento di .Ω  
rispecchia il fatto che la linea dei nodi, per un orbita con 0 2i
pi≤ ≤ , arretri rispetto alla 
direzione del moto del satellite, ovvero 0ddt
Ω
≺ . 
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Figura 35: Variazione elementi orbitali causa schiacciamento dei poli Terra 
 
♦ PRESSIONE DI RADIAZIONE SOLARE 
La pressione di radiazione solare causa variazioni periodiche in tutti gli elementi orbitali . il 
suo effetto è maggiore nei casi in cui si ha un basso coefficiente balistico, ovvero veicoli 
leggeri con un grande area frontale. 
La Figura 36 mostra come l’argomento del perigeo e l’inclinazione tendano a diminuire 
mentre l’eccentricità, l’ascensione retta del nodo ascendente e il semiasse maggiore tendano a 
crescere. 
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Figura 36: Variazione elementi orbitali causa pressione di radiazione solare Terra 
♦ TERZO CORPO 
Le forze gravitazionali del Sole e della Luna causano variazioni periodiche in tutti gli 
elementi orbitali ma solo l’ascensione retta e l’argomento del perigeo subiscono variazioni 
secolari. Queste variazioni secolari sono dovute alla precessione giroscopica dell’orbita 
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intorno al polo dell’eclittica e diventano molto importanti quando il satellite si trova ad alte 
quote. La Figura 37 mostra la variazione degli elementi dovuti alla sola presenza del Sole; 
poiché la quota dell’orbita di partenza è bassa, gli effetti dovuti a tale perturbazione si 
sentono poco. In Figura 38 si illustra la variazione degli elementi dovuti alla sola presenza 
della Luna; questa essendo più vicina al satellite, avrà effetti maggiori rispetto a quelli del 
Sole. 
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Figura 37: Variazione elementi orbitali causa presenza del Sole Terra 
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Figura 38: Variazione elementi orbitali causa presenza della Luna Terra 
5.3. SIMULAZIONI ATTORNO ALLA TERRA 
Si vanno ad eseguire diverse simulazioni prima scegliendo come corpo principale la Terra e 
poi la Luna. Si riportano di seguito i dati comuni a tutte le orbite terrestri. 
 
Area frontale minima 5 [m2] 
Area superficie esposta 5 [m2] 
Attività solare minima  
Coefficiente balistico 90.9091 [kg/m2] 
Coefficiente di resistenza 2.2  
Coefficiente di riflessività 0.21  
Data di partenza 15/01/2008 00:00:00  
Massa satellite 500 [kg] 
Massa Terra 5.9742·1024 [kg] 
Modello di atmosfera esponenziale  
Numero di armoniche 30  
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Parametro gravitazionale Terra 3.986004415·105 [km3/s2] 
Periodo orbitale Terra 806.81 [s] 
Pressione di radiazione solare 4.51·10-6 [N/m2] 
Raggio Terra 6378.13655 [km] 
Simmetria nessuna  
Velocità angolare della Terra 7.2921158553·10-5 [rad/s] 
Tabella 17: Costanti delle simulazioni Terra 
5.3.1 CASO 1: LEO 
Low Earth Orbit (LEO) è un’espressione inglese che sta ad indicare un’orbita terrestre bassa, 
ovvero un’orbita circolare di altitudine inferiore a 2000 km e con un’inclinazione molto 
piccola. A differenza di quelle più alte, esse hanno il vantaggio di non attraversare le fasce di 
Van Allen (le zone dello spazio intorno alla Terra caratterizzate da un’alta concentrazione di 
pericolose particelle cariche ad alta energia), di consentire trasmissioni più rapide ed 
efficienti da e per la Terra e di avere costi di lancio più contenuti. Un corpo che orbita in una 
LEO ha un periodo di rivoluzione di circa 90 minuti, quindi viaggia a circa 27.400 km/h. 
 
Durata simulazione 7 [giorni] 
Anomalia vera iniziale 45 [gradi] 
Argomento del perigeo iniziale 60 [gradi] 
Ascensione retta iniziale 160 [gradi] 
Eccentricità iniziale 0 [-] 
Inclinazione iniziale 15 [gradi] 
Quota iniziale 300 [km] 
Tabella 18: Dati iniziali 1 Terra 
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Figura 39: Traiettoria 1 Terra 
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Figura 40: Viste della traiettoria 1 Terra 
La Figura 39 fa vedere l’andamento dell’orbita del satellite nel tempo, come si può ben 
vedere essa non rimane immutata come nel caso di assenza di perturbazioni ma varia nel 
tempo. La Figura 40 mostra due viste della Terra con la traiettoria perturbata. Infine la Figura 
Cap.5 Risultati 
___________________________________________________________________________ 
94 
 
41 illustra la variazione degli elementi orbitali a causa dell’effetto congiunto delle 
perturbazioni incluse. 
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Figura 41: Variazione elementi orbitali traiettoria 1 Terra 
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Dalla Figura 41 si nota come nell’arco di sette giorni, l’ascensione retta, il semiasse maggiore 
e l’inclinazione abbiamo un andamento decrescente mentre l’argomento del perigeo e 
l’eccentricità subiscano variazioni periodiche. 
5.3.2 CASO 2: MOLNIYA 
Orbite come la Molniya, sono orbite altamente ellittiche ad alta eccentricità caratterizzate da 
un perigeo basso e un apogeo alto; in queste condizioni il passaggio all’apogeo è lento e 
quindi ha lunga durata, in questo modo una consistente frazione del periodo orbitale (anche 
superiore al 90%) viene trascorsa attorno all’apogeo. Questa condizione è utile per missioni 
astronomiche dove si rende necessario mantenere il contatto con la Terra (si perde solo al 
perigeo e per poco tempo) e per satelliti per telecomunicazioni specialmente quando deve 
essere garantita la copertura di siti a latitudini polari per i quali non sono adatti i satelliti 
GEO. 
 
Durata simulazione 15 [giorni] 
Anomalia vera iniziale 45 [gradi] 
Argomento del perigeo iniziale 60 [gradi] 
Ascensione retta iniziale 160 [gradi] 
Eccentricità iniziale 0.722 [-] 
Inclinazione iniziale 63.4 [gradi] 
Quota iniziale 20178 [km] 
Tabella 19: Dati iniziali 2 Terra 
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Figura 42: Traiettoria 2 Terra 
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Figura 43: Viste della traiettoria 2 Terra 
La Figura 42 fa vedere l’andamento dell’orbita del satellite nel tempo; la Figura 43 mostra 
due viste della Terra con la traiettoria perturbata e la Figura 44 illustra la variazione degli 
elementi orbitali a causa dell’effetto congiunto delle perturbazioni incluse: si vede come tutti 
Cap.5 Risultati 
___________________________________________________________________________ 
97 
 
gli elementi orbitali subiscano variazioni periodiche ad esclusione dell’ascensione retta del 
nodo ascendente che tendaoo a decrescere. 
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Figura 44: Variazioni elementi orbitali traiettoria 2 Terra 
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5.3.3 CASO 3: GEO 
Le Geostazionary Equatorial Orbit (GEO) sono orbite equatoriali e hanno una quota fissa 
pari a 5,6 volte il raggio della Terra, vale a dire a circa 35800 km. Questa quota è l’unica alla 
quale il satellite può ruotare con la stessa velocità angolare della Terra, e quindi percorrere un 
giro completo nello stesso periodo di tempo in cui la Terra compie una rotazione attorno al 
proprio asse; ciò significa che la posizione relativa del satellite rispetto alla superficie del 
pianeta, rimane costante. Operano in orbita geostazionaria i satelliti televisivi e alcuni satelliti 
militari e meteorologici.  
 
Durata simulazione 30 [giorni] 
Anomalia vera iniziale 45 [gradi] 
Argomento del perigeo iniziale 160 [gradi] 
Ascensione retta iniziale 60 [gradi] 
Eccentricità iniziale 0 [-] 
Inclinazione iniziale 0 [gradi] 
Quota iniziale 35800 [km] 
Tabella 20: Dati iniziali 3 Terra 
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Figura 45: Traiettoria 3 Terra 
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Figura 46: Viste traiettoria 3 Terra 
La Figura 45 mostra un’orbita geostazionaria mentre la Figura 46 rappresenta due viste di 
questa. Infine la Figura 47 mette in evidenza come l’argomento del perigeo e l’inclinazione 
abbiano un andamento crescente al contrario dell’ascensione retta che lo ha decrescente; 
l’eccentricità e il semiasse maggiore mostrano andamenti periodici. 
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Figura 47: Variazioni elementi orbitali traiettoria 3 Terra 
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5.4. CONFRONTO CON LA LETTERATURA 
Andiamo a confrontare i risultati che escono dal propagatore sviluppato con i dati presenti in 
letteratura. 
 
Dal propagatore, da un’orbita Leo, (altezza=300 km, eccentricità=0.01, inclinazione=28°, 
ascensione retta=160°, argomento del perigeo=60°, anomalia vera=45°), si ottiene: 
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Figura 48: Andamento OMEGA causa schiacciamento dei poli orbita LEO 
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Figura 49: Andamento argomento perigeo causa schiacciamento dei poli orbita LEO 
 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
6674
6674.5
6675
6675.5
6676
6676.5
6677
6677.5
6678
6678.5
Variazione del semiasse maggiore 
Tempo [giorni]
Se
m
ia
ss
e 
m
ag
gi
or
e 
[K
m
]
 
Figura 50: Andamento semiasse maggiore causa resistenza atmosferica orbita LEO modello 
esponenziale 
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Figura 51: Andamento semiasse maggiore causa resistenza atmosferica orbita LEO modello 
MSIS-86 
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Figura 52 Andamento semiasse maggiore causa resistenza atmosferica orbita LEO modello 
Jacchia71 
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Figura 53: Andamento OMEGA causa presenza Sole orbita LEO 
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Figura 54: Andamento OMEGA causa presenza Luna orbita LEO 
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Figura 55: Andamento argomento perigeo causa presenza Luna orbita LEO 
Le perturbazioni che influenzano maggiormente l’orbita sono quelle dovute al campo 
gravitazionale terrestre e alla resistenza atmosferica. Sulla destra si hanno i valori tratti dal 
Rif.[2], a sinistra quelli in uscita dal propagatore. Nelle ultime righe si trovano i valori dovuti 
alla presenza del Sole e della Luna tratti dal Rif.[1]. 
5.7 / giornograv∆Ω ≈ − °  7.4338 / giornograv∆Ω ≈ − °  
6.5 / giornogravω∆ ≈ °  10.1788 / giornogravω∆ ≈ °  
5.00 /a Km giornoatm∆ ≈ −  Esponenziale 
MSIS-86 
Jacchia71 
3.0743 /a Km giornoatm∆ ≈ −  
1.7012 /a Km giornoatm∆ ≈ −  
0.6763 /a Km giornoatm∆ ≈ −  
0.00008 / giornoSole∆Ω ≈ − °  0.00013899 / giornoSole∆Ω ≈ − °  
0.00019 / giornoLuna∆Ω ≈ − °  0.00025 / giornoLuna∆Ω ≈ − °  
0.00242 / giornoLunaω∆ ≈ °  0.0012 / giornoLunaω∆ ≈ °  
Tabella 21: Confronto risultati per un’orbita LEO 
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Dal propagatore, inoltre, per un’orbita Molniya, (altezza=20178 km, eccentricità=0.75, 
inclinazione=63.4°, ascensione retta=160°, argomento del perigeo=60°, anomalia vera=45°), 
si ottiene: 
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Figura 56: Andamento OMEGA causa schiacciamento dei poli orbita Molniya 
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Figura 57: Andamento OMEGA causa presenza Luna orbita Molniya 
 
Le perturbazioni che si sentono in maniera maggiore su questo tipo di orbita sono quelle 
dovute al campo gravitazionale e dalla presenza del Sole e della Luna. Nel riferimento [2] si 
trovano il valore di destra, a sinistra quelli in uscita dal propagatore. Nell’ultima riga si ha il 
valore dovuto alla presenza della Luna tratto dal riferimento [1]. 
 
0.2 / giornograv∆Ω ≈ − °  0.1480 / giornograv∆Ω ≈ − °  
0.00076 / giornoLuna∆Ω ≈ − °  0.0057 / giornoLuna∆Ω ≈ − °  
Tabella 22: Confronto risultati per un’orbita Molniya 
Dal propagatore, infine, per un’orbita GEO, (altezza=35800 km, eccentricità=0, 
inclinazione=0°, ascensione retta=60°, argomento del perigeo=160°, anomalia vera=45°), si 
ottiene: 
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Figura 58: Andamento OMEGA orbita GEO 
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Figura 59: Andamento argomento perigeo orbita GEO 
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Con l’aumentare della quota, le perturbazioni che diventano preponderanti, sono quelle 
dovute alla presenza del terzo corpo quale Sole e Luna. Nel riferimento [12] si trovano i 
valori di destra, a sinistra quelli in uscita dal propagatore.  
 
0.018 / giorno∆Ω ≈ − °  0.0174 / giorno∆Ω ≈ − °  
0.035 / giornoω∆ ≈ °  0.0349 / giornoω∆ ≈ °  
Tabella 23: Confronto risultati per un’orbita GEO 
5.5. VARIAZIONE PARAMETRI ORBITALI LUNA 
Dopo aver testato il propagatore sulla Terra e averne verificato l’attendibilità, si procede allo 
stesso tipo di analisi prendendo come corpo principale la Luna. A riguardo, essendo presenti 
pochi dati di riferimento in letteratura, risulta difficile un confronto diretto ma la bontà dei 
risultati ottenuti con il modello nel caso precedente e la sostanziale uguaglianza degli 
algoritmi di calcolo, ci forniscono un valido supporto per affermare la correttezza dei dati 
ottenuti anche per il modello lunare. 
 
Data un’orbita con le caratteristiche di Tabella 24, si vanno a mostrare le variazioni dei 
parametri orbitali dovute alle singole accelerazioni di disturbo per una simulazione della 
durata di tre giorni.  
 
Data partenza 15/01/2008  00:00:00 
h=400 km e=0.03 υ =45° 
i=45° Ω =150° ω =300° 
Tabella 24: Dati iniziali orbita Luna 
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♦ SCHIACCIAMENTO POLI 
Dalla Figura 60 si vede come tale perturbazione induca una aumento dell’argomento del 
perigeo, dell’eccentricità, dell’inclinazione e dell’ascensione retta del nodo ascendente ma 
una diminuzione del semiasse maggiore. 
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Figura 60: Variazione elementi orbitali causa schiacciamento dei poli 
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♦ PRESSIONE DI RADIAZIONE SOLARE 
La Figura 61 mostra come tutti gli elementi orbitali tendano a crescere ad esclusione 
dell’ascensione retta del nodo ascendente che tende a diminuire. 
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Figura 61: Variazione elementi orbitali causa pressione di radiazione solare 
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♦ TERZO CORPO 
In questo caso per terzo corpo si intende il Sole o la Terra in quanto il corpo principale è la 
Luna; ancora una volta tali perturbazioni diventano importanti quando il satellite si trova ad 
alte quote. La Figura 62 mostra la variazione degli elementi dovuti ala sola presenza del Sole 
mentre in Figura 63 si illustra la variazione degli elementi dovuti alla sola presenza della 
Terra. 
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Figura 62: Variazione elementi orbitali causa presenza del Sole 
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Figura 63: Variazione elementi orbitali causa presenza della Terra 
5.6. SIMULAZIONI INTORNO ALLA LUNA 
Si vanno adesso a eseguire tre simulazioni attorno alla Luna tenendo conto dell’effetto 
congiunto di tutte le perturbazioni sino ad ora esaminate ad eccezione della resistenza 
atmosferica in quanto la Luna ne è priva. Non verrà considerata nemmeno l’attività solare in 
quanto legata  alla perturbazione sopra citata. 
I dati usati per le simulazioni sono gli stessi che sono stati usati per la Terra, si riportano, 
comunque, di seguito. 
  
Area superficie esposta 5 [m2] 
Coefficiente di riflessività 0.21  
Data di partenza  15/01/2008 00:00:00   
Massa satellite 500 [kg] 
Massa Luna 7.3483·1022 [kg] 
Numero di armoniche 30  
Parametro gravitazionale Luna  4.9028·103 [km3/s2] 
Periodo orbitale Luna  1034.8 [s] 
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Pressione di radiazione solare 4.51·10-6 [N/m2] 
Raggio Luna  1738.0 [km] 
Simmetria nessuna  
Tabella 25: Costanti simulazioni Luna 
5.6.1 CASO 1 
Si va ad esaminare per prima cosa un’orbita quasi circolare poco inclinata. 
 
Durata simulazione 7 [giorni] 
Anomalia vera iniziale 45 [gradi] 
Argomento del perigeo iniziale 270 [gradi] 
Ascensione retta iniziale 90 [gradi] 
Eccentricità iniziale 0.1 [-] 
Inclinazione iniziale 10 [gradi] 
Quota iniziale 300 [km] 
Tabella 26: Dati iniziali 1 Luna 
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Figura 64: Traiettoria 1 Luna 
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Figura 65: Viste della traiettoria 1 Luna 
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Figura 66: Variazioni elementi orbitali traiettoria 1 Luna 
Dalla Figura 66 si vede come l’argomento del perigeo, l’ascensione retta e il semiasse 
maggiore tendano ad aumentare mentre l’inclinazione e l’eccentricità tendano a diminuire. 
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5.6.2 CASO 2 
Questa volta si è potato per una traiettoria ellittica di eccentricità 0.3, inclinata con quota 
iniziale alta. 
 
Durata simulazione 7 [giorni] 
Anomalia vera iniziale 45 [gradi] 
Argomento del perigeo iniziale 270 [gradi] 
Ascensione retta iniziale 90 [gradi] 
Eccentricità iniziale 0.3 [-] 
Inclinazione iniziale 45 [gradi] 
Quota iniziale 1000 [km] 
Tabella 27: Dati iniziali 2 Luna 
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Figura 67: Traiettoria 2 Luna 
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Figura 68: Viste della traiettoria 2 Luna 
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Figura 69: Variazioni elementi orbitali traiettoria 2 Luna 
La Figura 69 mette in evidenza come tutti gli elementi orbitali subiscano variazioni 
periodiche ad eccezione dell’ascensione retta del nodo ascendente; l’argomento del perigeo e 
l’inclinazione tendono a diminuire mentre il semiasse maggiore, l’ascensione retta e 
l’eccentricità tendano a crescere. 
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5.6.3 CASO 3 
Per la terza simulazione si va a scegliere un’orbita quasi circolare e polare con una quota di 
partenza di 500 km. 
 
Durata simulazione 7 [giorni] 
Anomalia vera iniziale 45 [gradi] 
Argomento del perigeo iniziale 270 [gradi] 
Ascensione retta iniziale 90 [gradi] 
Eccentricità iniziale 0.01 [-] 
Inclinazione iniziale 90 [gradi] 
Quota iniziale 500 [km] 
Tabella 28: Dati iniziali 3 Luna 
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Figura 70: Traiettoria 3 Luna 
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Figura 71: Viste della traiettoria 3 Luna 
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Figura 72: Variazioni elementi orbitali traiettoria 3 Luna 
Infine, la Figura 72 evidenzia come l’argomento del perigeo, il semiasse maggiore e 
l’ascensione retta tendano a diminuire il loro valore nel corso del tempo mentre 
l’inclinazione e l’eccentricità tendano ad aumentarlo. 
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6. CONCLUSIONI E SVLUPPI FUTURI 
Il presente lavoro di tesi è stato concepito con lo scopo di ottenere un simulatore di volo 
orbitale che includesse anche le perturbazioni orbitali quali la resistenza atmosferica, 
l’influenza del terzo corpo, la pressione di radiazione solare e lo schiacciamento dei poli. 
Tale modello risulta essere in grado di fornire, istante per istante, la velocità e il vettore 
posizione del satellite durante la sua orbita e la variazione temporale degli elementi orbitali 
dovuti a tali disturbi. 
Il problema è stato suddiviso in quattro fasi consecutive: 
♦ scelta dei dati di partenza quali data di inizio missione, caratteristiche del satellite, 
scelta del corpo principale (Terra o Luna) e caricamento delle costanti fisiche ad esso 
relative, scelta dei sei parametri orbitali in ingresso, selezione del numero di 
armoniche e del tipo di simmetria, scelta del modello di atmosfera (se incluso); 
♦ calcolo delle accelerazioni di perturbazione con l’uso delle formule già citate in 3.2 o 
in 3.3; 
♦ inserimento della durata della missione e quindi integrazione del sistema differenziale 
corrispondente all’equazione 
..
3r r a pr
µ+ =    in cui il termine di sinistra rappresenta la 
sommatoria di disturbo; 
♦ estrazione dei risultati finali quali variazione degli elementi orbitali e traiettoria 
perturbata. 
 
Si fa presente che è stato usato un nuovo sistema di riferimento lunare, il principal axis-
based, in quanto tale sistema è quello cui le armoniche sferiche del modello “LP150Q gravity 
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field”, scelto per la Luna, fanno riferimento. Per la Terra, invece, si è scelto un sistema di 
riferimento geocentrico-equatoriale in quanto il modello adottato per la Terra, l’“EGM-96 
model”, si basa su questo. 
 
In riferimento al punto 3, particolare attenzione è stata posta sulla modellizzazione delle 
accelerazioni dovute alla non sfericità del corpo principale e, nel caso della Terra, alla 
resistenza atmosferica: sono state incluse infatti, armoniche settoriali e tesserali fino al 
grado/ordine 30 e sono stati presi in considerazione tre tipi diversi di modelli di atmosfera. 
 
In riferimento al punto 4, i risultati dei modelli sono stati confrontati con i dati presenti in 
letteratura ottenendo una buona corrispondenza numerica. La maggiori discrepanze si hanno 
per orbite basse in quanto i modelli di atmosfera, seppur abbastanza accurati, sono diversi tra 
loro e non perfettamente rispondenti alla realtà difficile da approssimare; per orbite alte, i 
risultati mostrano invece un accordo soddisfacente 
 
Per ottenere risultati più accurati tre possono essere le strade percorribili: 
♦ includere un integratore numerico che usi un metodo più preciso quale, ad esempio, il 
metodo di Gauss-Jackson dell’8th ordine; 
♦ trovare ed includere un modello di atmosfera più attuale e scrupoloso; 
♦ convertire i programmi Matlab7 in un linguaggio di programmazione che permetta di 
lavorare in precisione variabile quale, ad esempio, il Matematica; ciò porterebbe 
all’eliminazione di tutti i problemi numerici incontrati in questo lavoro e 
permetterebbe di calcolare il valore dell’accelerazione dovuta alla non perfetta 
sfericità del corpo, includendo un numero di armoniche sferiche superiore. 
 
Un’ulteriore miglioramento potrebbe essere fatto andando a calcolare la velocità di 
mantenimento annua che occorrerebbe fornire al satellite affinché esso rimanga sulla sua 
traiettoria ideale. 
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7. APPENDICE A: LE EFFEMERIDI 
7.1. IL VETTORE POSIZIONE DEL SOLE 
Molto spesso, nello studio dell’astrodinamica, ci troviamo a dover determinare la posizione 
del Sole: la soluzione può essere trovata consultando i dati provenienti dalle Effemeridi (in 
questo caso del Sole). Effemeridi molto precise sono disponibili, ad esempio, presso il Jet 
Propulsion Laboratory, tuttavia, spesso, risulta più conveniente crearsi degli algoritmi da 
inserire nei programmi di calcolo; tale procedimento però comporta una perdita di precisione.  
Da un punto di vista analitico, la posizione del Sole, può essere espressa considerando il suo 
moto apparente rispetto alla Terra che si svolge sul piano dell’eclittica. Lo scopo è quello di 
trovare il vettore posizione del Sole in un sistema di riferimento finale Geocentrico-
Equatoriale passando per un sistema Geocentrico-Eclittico intermedio. 
 
Si introduce un sistema di riferimento Geocentrico-Eclittico che ha origine nel centro della 
Terra ed asse x coincidente con l’asse x del sistema di riferimento Geocentrico-Equatoriale; 
questi due sistemi di riferimento differiscono per una rotazione attorno all’asse x di ε, angolo 
di inclinazione dell’eclittica. La Figura 73 mostra la geometria del problema. 
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Figura 73: Geometria per il vettore posizione del Sole 
Andiamo a trovare la posizione del Sole nel sistema Geocentrico-Eclittico: 
Per cominciare si trova il numero di secoli giuliani 1TUT  a partire dal 1 Gennaio 2000 
(J2000) tramite:  
2451545.01
1 36525
JDUTTUT
−
=                                            (7.1) 
 dove 1JDUT è la data giuliana standard all’istante considerato ovvero l’intervallo di tempo 
misurato in giorni a partire dal 1 gennaio 4713 B.C. alle ore12:00. 
La data giuliana si trova, note l’ora e la data di partenza, tramite 
min9 607
12 275 60367( )- 1721013.5
4 9 24
s
moyr INT h
moJD yr INT INT d
 
+   +   +    +
     
= + + + +   
  
  
      (7.2) 
in cui l’anno (yr), il mese (mo), i minuti (min), l’ora (h), i secondi (s) sono noti. È da notare 
che per l’anno è necessario inserire quattro cifre mentre per il mese e il giorno ne bastano 
due, inoltre l’abbreviazione INT sta a significare la parte intera del numero. 
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Si calcola la longitudine media del Sole, MS
λ , da 
280.460 36000.770 1TM UTS
λ = °+                                             (7.3) 
e la anomalia media del Sole, MS , ponendo in prima stima   1 TTDB TUT≈  
(TTDB =Barycentric Dynamical Time) da 
357.5277233 35999.05034M TS TDB= °+                                        (7.4) 
ricordando di riportare il tutto entro un intervallo che vada dagli 0 ai 360 gradi.  
Si va a determinare la longitudine del Sole lungo l’eclittica tramite 
1.914666471 sin( ) 0.019994643 sin(2 )M M
ecl M S SS
λ λ= + ° + °             (7.5) 
e la latitudine del Sole lungo l’eclittica tramite 
0
eclϕ = °                                                             (7.6) 
Si prosegue trovando la distanza del Sole dalla Terra in unità astronomiche 
1.000140612 0.016708617 cos( ) 0.000139589cos(2 )r M MS S S= − −

    (7.7) 
e l’inclinazione dell’eclittica 
23.439291 0.0130042TTDBε = °−                                         (7.8) 
La posizione del Sole nel sistema di riferimento Geocentrico-Eclittico risulta essere pari a 
cos
sin
0
rS ecl
r rS S eclecl
λ
λ
 
 
  =  
 
  
                                                      (7.9) 
Poiché i due sistemi differiscono per una rotazione attorno all’asse x di ε, come sopra detto, 
si applica una rotazione di tale angolo al sistema Geocentrico-Eclittico andando così a 
trovare la posizione del Sole in un sistema di riferimento Geocentrico-Equatoriale  
( )r rotaz rS x SIJK eclε
   = −
   
                                          (7.10) 
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e infine 
cos
cos sin
sin sin
rS ecl
r rS S eclIJK
rS ecl
λ
ε λ
ε λ
 
 
   =
   
 
 
                                            (7.11) 
7.2. IL VETTORE POSIZIONE DELLA LUNA 
Come per il Sole, anche nel caso della Luna, si va a trovare il vettore posizione che va dalla 
Terra alla Luna. La latitudine dell’eclittica, la longitudine dell’eclittica e l’angolo di 
parallasse sono così espressi 
( )218.32 481267.883 6.29sin 134.9 477198.85T Tecl TDB TDBλ = °+ + +  
( ) ( )-1.27sin 259.2-413335.38 0.66sin 235.7 890534.23T TTDB TDB+ +  
( ) ( )0.21sin 269.9 954397.70 0.19sin 357.5 35999.05T TTDB TDB+ + − +  
( )0.11sin 186.6 966404.05TTDB− +                                                                                     (7.12) 
 
( ) ( )5.13sin 93.3 483202.03 0.28sin 228.2 960400.87T Tecl TDB TDBϕ = + + +  
( ) ( )0.28sin 318.3 6003.18 0.17sin 217.6 407332.20T TTDB TDB− + − −                                (7.13) 
 
( )0.9508 0.0518cos 134.9 477198.85TTDB℘= °+ +  
( ) ( )0.0095cos 259.2 413335.38 0.0078cos 235.7 890534.23T TTDB TDB+ − + −  
( )0.0028cos 269.9 954397.70TTDB+ +                                                                                (7.14) 
mentre l’obliquità dell’eclittica risulta essere 
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23.439291 0.0130042TTDBε = °−                                   (7.15) 
Essendo la dimensione del vettore posizione 
 
1
sin
rL = ℘                                                           (7.16) 
 si può determinare il vettore pozione come 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
cos cos
sin cos cos sin sin
sin sin cos cos sin
ecl ecl
r rL L ecl ecl ecl
ecl ecl ecl
λ ϕ
λ ε ϕ ε ϕ
λ ε ϕ ε ϕ
 
 
 
= − 
 
 +
 
                   (7.17) 
 
La Figura 74 mostra la geometria del problema. 
.  
Figura 74: Geometria per il vettore posizione della Luna 
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8. APPENDICE B: FUNZIONI ASSOCIATE DI 
LEGENDRE 
Nei molti casi in cui si ha l’esigenza di calcolare i polinomi di Legendre fino a valori del 
grado/ordine molto alti, la formula già citata nel paragrafo 3.2.1, diventa molto difficile da 
gestire: essa, infatti, è efficace per pochi ordini ma non lo è più nel caso contrario. Si adopera 
allora una formula ricorsiva che facilita e velocizza le operazioni da parte del calcolatore. Si 
vanno ad usare le seguenti espressioni composte da semplici addizioni e moltiplicazioni. 
( ) ( )2 1 [ ] 1 [ ]1,0 2,0[ ]
,0
l P l Pl lPl l
α α α
α
− − −
− −
=               2l≥                        (8.1) 
     ( ) ( )[ ] [ ] 2 1 cos [ ], 2, 1, -1P P l Pl m l m l mgcα α φ α= + −− −       0,m m l≠ <  
        ( ) ( )[ ] 2 1 cos [ ], 1, -1P l Pl l l lgcα φ α= − −                 0l≠  
andando a fissare come valori iniziali  
[ ] 10,0P α =                                                               (8.2) 
[ ] sin1,0P gcα α φ
 
= =  
 
 
[ ] cos1,1P gcα φ
 
=  
 
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Si ricorda che m rappresenta l’ordine delle derivate mentre l il grado: se m > l il valore della 
derivata è sempre zero. Inoltre si fa notare che l va da 2 all’ordine dato dall’esterno mentre m 
va da 0 a l, infine si pone 0
, -1Po l = . 
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9. APPENDICE C: IL CAMPO 
GRAVITAZIONALE 
9.1. TERRA: EGM-96 
9.1.1 DOVE TROVARE IL FILE 
I coefficienti normalizzati per il modello gravitazionale scelto per la Terra, l’EGM-96, sono 
disponibili presso il seguente sito web (Rif. [2]): 
http://cddisa.gsfc.nasa.gov/926/egm96/egm96.htlm/ 
http://cddisa.gsfc.nasa.gov/pub/egm96/general_info_/egm96_to360.ascii. 
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9.1.2 ALCUNI COEFFICIENTI DELL’ “EGM-96” 
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GM = 3.9860044150E+05  km3/s2                          RRif = 6378.13630  km 
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9.2. LUNA: LP150Q 
9.2.1 DOVE TROVARE IL FILE 
Tutti i coefficienti non normalizzati del modello LP150Q sono disponibili tramite la Section 
343 mission design/navigation server nexus via the path (Rif. [5]): 
/nav/common/import/gravity/lp150q_odp.grv (format used with legacy NAV software) 
/nav/common/import/gravity/lp150q_monte_grv.py (format used with next-gen NAV 
software). 
Il modello LP150Q è anche disponibile presso il “NASA Planetary Data System (PDS)” sul 
sito web http://pds-geosciences.wustl.edu/geodata/lp-l-rss-5-gravity-v1/lp_1001/sha/ . 
9.2.2 ALCUNI COEFFICIENTI DI LP150Q 
GM = 4902.801076 km3/s2                          RRif = 1738.0 km 
 
J( 1) = 0.000000000000D+00,         J( 26) = -0.924403243020D-08, 
J( 2) = 0.909010949481D-04,          J( 27) = 0.776646019845D-06, 
J( 3) = 0.320307167959D-05,          J( 28) = 0.928771487846D-06, 
J( 4) = -0.321409545028D-05,         J( 29) = 0.627814558687D-06, 
J( 5) = 0.221009876393D-06,          J( 30) = -0.169625724228D-06, 
J( 6) = -0.376479064475D-05,         J( 31) = -0.615811103571D-06, 
J( 7) = -0.561330656403D-05,         J( 32) = 0.324113765082D-06, 
J( 8) = -0.231953905520D-05,         J( 33) = -0.995925930600D-07, 
J( 9) = 0.354241582136D-05,           J( 34) = -0.797167560251D-07, 
J( 10) = 0.933036285877D-06,         J( 35) = -0.177393818401D-06, 
J( 11) = 0.960353139804D-06,         J( 36) = -0.612788905278D-08, 
J( 12) = 0.188692162540D-05,         J( 37) = -0.225693717039D-06, 
J( 13) = -0.258650494877D-06,        J( 38) = -0.449830332452D-08, 
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J( 14) = -0.326300330782D-06,        J( 39) = 0.311259412103D-06, 
J( 15) = 0.972530852999D-07,         J( 40) = -0.652544567689D-07, 
J( 16) = -0.318446040132D-06,        J( 41) = -0.173282860391D-06, 
J( 17) = 0.103822696054D-05,          J( 42) = -0.215218698890D-06, 
J( 18) = 0.372937482506D-06,          J( 43) = 0.945325046231D-07, 
J( 19) = -0.555446218485D-07,         J( 44) = 0.849348275934D-07, 
J( 20) = -0.647952861685D-06,         J( 45) = -0.185440783353D-06, 
J( 21) = 0.971099122315D-07,           J( 46) = 0.213600262245D-06, 
J( 22) = 0.122392450387D-06,           J( 47) = -0.174907671686D-06, 
J( 23) = 0.196589333948D-06,           J( 48) = 0.840684422498D-07, 
J( 24) = 0.277798576353D-06,           J( 49) = -0.401931394977D-07, 
J( 25) = 0.162944553469D-06,           J( 50) = -0.168369827480D-07, 
 
C( 1, 1) = 0.000000000000D+00,        S( 1, 1) = 0.000000000000D+00, 
C( 2, 1) = -0.186273608184D-08,        S( 2, 1) = -0.142453894610D-08, 
C( 2, 2) = 0.346376274208D-04,         S( 2, 2) = 0.144063503540D-07, 
C( 3, 1) = 0.263418358622D-04,         S( 3, 1) = 0.546307860882D-05, 
C( 3, 2) = 0.141853316786D-04,         S( 3, 2) = 0.488913911795D-05, 
C( 3, 3) = 0.122862645044D-04,         S( 3, 3) = -0.178246270720D-05, 
C( 4, 1) = -0.600061939740D-05,        S( 4, 1) = 0.165955644727D-05, 
C( 4, 2) = -0.709370101544D-05,        S( 4, 2) = -0.678562735558D-05, 
C( 4, 3) = -0.135880466594D-05,        S( 4, 3) = -0.134332571737D-04, 
C( 4, 4) = -0.602939150193D-05,        S( 4, 4) = 0.393525694440D-05, 
C( 5, 1) = -0.103560812630D-05,        S( 5, 1) = -0.411585726681D-05, 
C( 5, 2) = 0.438127609376D-05,         S( 5, 2) = 0.109502526551D-05, 
C( 5, 3) = 0.454694228437D-06,         S( 5, 3) = 0.870152146591D-05, 
C( 5, 4) = 0.277279104390D-05,         S( 5, 4) = 0.307793712297D-07, 
C( 5, 5) = 0.312687726844D-05,         S( 5, 5) = -0.275386200669D-05, 
C( 6, 1) = 0.153429993945D-05,         S( 6, 1) = -0.257237276906D-05, 
C( 6, 2) = -0.434494761436D-05,        S( 6, 2) = -0.217950819643D-05, 
C( 6, 3) = -0.328182654012D-05,        S( 6, 3) = -0.349862907452D-05, 
C( 6, 4) = 0.371921281230D-06,         S( 6, 4) = -0.405761602001D-05, 
C( 6, 5) = 0.142835081872D-05,         S( 6, 5) = -0.102833744711D-04, 
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C( 6, 6) = -0.471022454058D-05,        S( 6, 6) = 0.722662556338D-05, 
C( 7, 1) = 0.753347997634D-05,         S( 7, 1) = -0.131539563288D-06, 
C( 7, 2) = -0.660779046120D-06,        S( 7, 2) = 0.237864383691D-05, 
C( 7, 3) = 0.574652315024D-06,         S( 7, 3) = 0.236446570289D-05, 
C( 7, 4) = -0.899605382165D-06,        S( 7, 4) = 0.843758330286D-06, 
C( 7, 5) = -0.279193000638D-06,        S( 7, 5) = 0.108913355675D-05, 
C( 7, 6) = -0.103476355233D-05,        S( 7, 6) = 0.103172986529D-05, 
C( 7, 7) = -0.178499996340D-05,        S( 7, 7) = -0.160311972598D-05, 
C( 8, 1) = -0.398659493146D-07,        S( 8, 1) = 0.111757157884D-05, 
C( 8, 2) = 0.301238176996D-05,         S( 8, 2) = 0.194296603146D-05, 
C( 8, 3) = -0.188460320268D-05,        S( 8, 3) = 0.953692588674D-06, 
C( 8, 4) = 0.338733082124D-05,         S( 8, 4) = -0.502575576501D-06, 
C( 8, 5) = -0.117868237022D-05,        S( 8, 5) = 0.284167245453D-05, 
C( 8, 6) = -0.153768837893D-05,        S( 8, 6) = -0.217660584641D-05, 
C( 8, 7) = -0.153454236110D-05,        S( 8, 7) = 0.332054075243D-05, 
C( 8, 8) = -0.252624025278D-05,        S( 8, 8) = 0.212716792161D-05    
9.3. CONVERSIONE DA COEFFICENTI NORMALIZZATI A 
NON  
  ,
, ,
S Sl m l m l m=Π                   , , ,C Cl m l m l m=Π                   
,
,
,
Pl mPl m
l m
=
Π
         (9.1) 
dove , ,S C P  sono i coefficienti del campo gravitazionale normalizzati mentre , ,S C P  sono i 
coefficienti non normalizzati. Il fattore di conversione 
,l mΠ  è dato dalla formula 
                      
( )
( ) ( )
!
, ! 2 1
l m
l m l m k l
+
Π =
− +
            
1 se 0
2 se 0
k m
con
k m
= =

= ≠
                    (9.2) 
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10. APPENDICE D: UNITA’ CANONICHE 
10.1. TERRA 
Il concetto di unità canoniche è di notevole importanza; esse servono a scalare le unità di un 
problema rispetto ad un determinato sistema di coordinate e si usano principalmente per tre 
motivi: 1) riducono le dimensioni dei numeri coinvolti nei calcoli, 2) permettono ad enti 
differenti di utilizzare valori standard in quanto le conversioni sono indipendenti dagli 
algoritmi matematici, 3) offrono la possibilità di usare sempre gli stessi algoritmi di calcolo 
anche quando si richiedono degli aggiornamenti, basta infatti cambiare il set iniziale di dati e 
il resto può mantenersi invariato. Le costanti che ci permettono di normalizzare le unità di 
misura, sono i parametri fisici della Terra. 
Si definisce come unità di lunghezza, una grandezza ER pari al raggio terrestre R⊕  
                                            ER R= ⊕                                                                (10.1) 
e si pone il parametro gravitazionale della Terra µ⊕  pari a 1 
                                ( ) 3 12ERG M msat TU µ+ = = =⊕ ⊕                                             (10.2) 
Manca adesso un’unità di tempo che andremo a ricavare dell’equazione di sopra come  
                                                
3R
TU µ
⊕
=
⊕
                                                            (10.3) 
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Avendo usato come unità di misura del raggio i km e come unità di misura per il parametro 
gravitazionale, i km3/s2, TU risulta essere espresso in secondi. 
10.2. LUNA 
La trattazione svolta per la Terra è valida anche nel caso in cui il corpo principale in esame 
sia la Luna, in questo caso i valori di riferimento saranno il raggio lunare, il parametro 
gravitazionale lunare e il conseguente tempo. 
Si definisce come unità di lunghezza una grandezza LR pari al raggio lunare RL  quindi 
                                 LR RL=                                                      (10.4) 
e si pone il parametro gravitazionale della Luna uguale a 1, 1Lµ = .  
Infine si va a ricavare  
3RLTU
Lµ
=                                                      (10.5) 
che ancora una volta risulta espresso in secondi. 
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